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Рассматривается кинематическая модель роботизированной шарнирно-стержневой стрелы. Представлен 

действующий образец роботизированной шарнирно-стержневой стрелы. Роботизированная шарнирно-

стержневая стрела обладает определенными конструктивными особенностями. Принцип работы роботизи-

рованной шарнирно-стержневой стрелы отличен от подобных ей конструкций. Кинематическая модель 

представлена в виде матричных взаимозависимостей. Рассматривая матричные взаимозависимости, воз-

можно выявить оптимальные рабочие характеристики и углы поворота роботизированной шарнирно-стерж-

невой стрелы. По полученным численным значениям в дальнейшем становится реальным построение гра-

фических зависимостей и зоны действия роботизированной шарнирно-стержневой стрелы.  

Ключевые слова: конструкция роботизированной шарнирно-стержневой стрелы, график, матричное 

уравнение, кинематическая модель, блок-схема. 
 

N. V. Babochenko 
 

KINEMATIC MODEL OF A ROBOTIC HINGED-ROD BOOM 
 

Volgograd State Agrarian University 
 

A kinematic model of a robotic articulated boom is considered. A working prototype of a robotic articulated 

boom is presented. The robotic articulated boom has certain design features. The principle of operation of a robotic 

articulated boom is different from similar designs. The kinematic model is presented in the form of matrix interde-

pendencies. Considering the matrix interdependencies, it is possible to identify the optimal performance and rotation 

angles of the robotic articulated boom. Based on the obtained numerical values, the construction of graphical de-

pendencies and the area of action of the robotic articulated boom becomes real in the future. 

Keywords: design of a robotic articulated boom, graph, matrix equation, kinematic model, block diagram. 

 

Введение 
 

В настоящее время существует большое 

разнообразие роботизированных систем. Об-

ласть применения таких систем различна 1–8; 

10–13. Однако остается малоизученным во-

прос применения роботизированных шарнирно-

стержневых систем. Проблема, которая возник-

ла в процессе исследования роботизированных 

шарнирно-стержневых систем, заключается,  

в частности, в раскрытии кинематики. Пробле-

ма исследования как раз и заключается в созда-

нии кинематической модели конкретно взятой 

роботизированной системы – роботизирован-

ной шарнирно-стержневой стрелы. Актуаль-

ность работы заключается в том, чтобы рас-

крыть путем составления матричных взаимоза-

висимостей кинематические возможности ро-

ботизированной шарнирно-стержневой стрелы. 

Шарнирно-стержневые стрелы в конструкции 

подъемно-транспортных машин встречаются 

довольно редко; распространены жесткие со-

единения стержней, образующих в совокупно-

сти геометрически неизменяемую систему, на-

зываемую фермой. Предлагаем рассмотреть 

возможности роботизированной шарнирно-

стержневой стрелы (рис. 1). 

_________________________ 

© Бабоченко Н. В., 2022. 
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Рис. 1. Экспериментальный образец роботизированной шарнирно-стержневой стрелы 

 

Экспериментальный образец роботизиро-

ванной шарнирно-стержневой стрелы (рис. 1) 

действующий и включает смонтированный на 

небольшом остове гидросиловой блок (1), в кор-

пусе которого размещены электродвигатель  

с насосом, бак для рабочей жидкости и другие 

устройства. Гидросиловой блок (1) связан с кон-

струкцией шарнирно-стержневой стрелы (2), на 

конце которой размещен грузонесущий орган – 

крюк. Стрелу (2) возможно разделить на со-

ставляющие, выделив корневую треугольную 

секцию (3), на вершине одного из углов кото-

рой размещен специальный трехходовой шар-

нирный узел (4). Один из острых углов корне-

вой секции (4) с помощью роликового опорно-

поворотного устройства (5) закреплен на ука-

занном блоке (1), а другой острый угол соеди-

нен со следующей составляющей стрелы (2) 

рукоятью, которая набрана из шарнирных тре-

угольников с одной общей стороной. 

При таком взаимном расположении стерж-

ней и силовых гидроцилиндров, входящих в со-

став роботизированной шарнирно-стержневой 

стрелы (рис. 1), происходит восприятие нагру-

зок растяжения (сжатия) всеми стержнями, со-

ставляющими треугольные соединения стрелы. 

Благодаря такому исполнению стрела имеет не-

значительные массу и подветренную площадь. 

Верхние стержни способны изменять свою 

длину; тем самым происходит регулирование 

зоны действия роботизированной шарнирно-

стержневой стрелы. Расположенные под углом 

друг к другу силовые гидроцилиндры способны 

разворачивать стрелу на заданные углы. И это 

возможно осуществить, избежав применения  

в конструкции традиционного поворотного 

круга или иного механизма поворота. В местах 

соединения стержней конструкции предусмот-

рены подвижные шарнирные соединения, кото-

рые обеспечивают достаточную подвижность 

звеньев, составляющих роботизированную шар-

нирно-стержневую стрелу. 

Привод и система управления роботизиро-

ванной шарнирно-стержневой стрелы, кстати 

сказать, содержат в себе малогабаритную  

и простую тиристорную схему для бесступен-

чатого регулирования частоты вращения элек-

тродвигателя и электроуправляемые клапаны 

для регулировки работы гидроцилиндров. Сами 

клапаны, как и электрическая схема управле-

ния, сконцентрированы в одном блоке (1),  

а управление работой стрелы осуществляется 

от внешнего электрического пульта (6).  

Роботизированная шарнирно-стержневая 

стрела рассчитана на определенное значение 

нагрузки (в частности, до 0,5 т), а эксперимен-

тальный образец, представленный на рис. 1, 

рассчитан на нагрузку до 20 кг. Рассматривае-

мую роботизированную шарнирно-стержневую 

стрелу в случае серийного производства воз-

можно разместить на электротележке (электро-

каре), вилочном электропогрузчике или ходо-

вой тележке на электроприводе. Действие ро-

ботизированной шарнирно-стержневой стрелы 

сопровождается изменением скорости хода 

штоков гидроцилиндров, что, в свою очередь, 

достигается изменением производительности 

насоса; при этом начальным регулятором дан-

ного процесса служит изменение частоты  

электродвигателя. С этой целью задействован 

коллекторный электродвигатель переменного 

тока, который исполнен с последовательным 

возбуждением и отсутствием стабилизирован-

ной частоты вращения.  

В данном случае бесступенчатое регулиро-

вание скорости перемещения стрелы при вы-



ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

8 

полнении рабочих операций способствует 

безопасности и высокой точности позициони-

рования. Между прочим, при наличии специ-

альной транспортно-энергетической базы  

и структурных особенностей описываемой 

стрелы, а также с учетом возможностей приво-

да, вероятно использование передвижной робо-

тизированной шарнирно-стержневой стрелы  

в качестве высокоманевренного средства, спо-

собного работать в ограниченных условиях.  
 

Структура кинематической модели  

роботизированной шарнирно-стержневой  

стрелы 
 

Учитывая заданные размеры роботизиро-

ванной шарнирно-стержневой стрелы, имеем 

обобщенные координаты системы с тремя сте-

пенями свободы – углы   и   поворота ос-

новных секций стрелы, которые выражаются из 

функции длины силовых гидроцилиндров l1, l2, 

l3,4. При этом имеем в виду, что значения раз-

меров расстояний a, b, c и длин силовых гидро-

цилиндров l1 и l2 конструкции стрелы подвер-

гаются известному изменению. 

Принимая систему координат (рис. 2) и ис-

пользуя ее, составим матричное уравнение для 

выявления цепочки взаимозависимостей со-

гласно представленной кинематической схеме.  
 

 
 

Рис. 2. Кинематическая схема роботизированной  

шарнирно-стержневой стрелы 

Созданная 9 в дальнейшем компьютеризиро-

ванная программа для выявления кинематиче-

ских характеристик роботизированной шарнир-

но-стержневой стрелы (рис. 1) базируется на ис-

пользуемом методе преобразования координат, 

суть которого и подлежит рассмотрению. 
Так, координаты оголовка K стрелы (ХК, УК, 

ZK) параллельным переносом вдоль отрезка МK 
на расстояние L3 перенесем в систему МХМ 
УМZM. Запишем этот переход в форме матрич-
ной взаимозависимости: 

  3

2

0

cos .

sin

A L

L

 
 

  
  

                        

(1) 

Само матричное уравнение перехода имеет 
вид:  

 
,M KX X A                          (2) 

где ХМ, Хk – столбцы координат точки K в сис-
темах координат МХМУМZM и КХKУКZK соответ-
ственно. 

В виде матричной взаимозависимости за-
пишем параллельный перенос системы коорди-
нат МХМУМZМ в систему ЕХЕУЕZЕ вдоль отрезка 
ЕМ на расстояние L2: 

2

2

0

cos .

sin

B L

L

 
 

  
  

                     (3) 

Получили следующее матричное уравнение 
перехода в виде: 

.E M KX X B X A B                   (4) 

Систему координат ОХУZ получаем парал-
лельным переносом системы координат 
ЕХЕУЕZE вдоль отрезка ОЕ на расстояние L1. 

Матричная взаимозависимость примет вид: 

 

 

1 0

2 0

0

cos .

sin

C L

L

 
 

   
     

                (5) 

Выполним поворот вокруг оси ОZ на угол 
, совмещая систему координат ОХУZ с приня-
той за базовую систему ОХУZ. 

Осуществленные преобразования возможно 
представить в виде следующей матричной 
взаимозависимости: 

cos sin

sin cos .

0

M

   
 

   
 
 

                  (6) 

Матричное уравнение перехода цепочки 
взаимозависимостей для всей роботизирован-
ной шарнирно-стержневой стрелы примет вид: 
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  ,KX X A B C M                (7) 

где ХK – столбцы координат точки K, а М, А, В, 

С – матрицы преобразований. 

Взаимосвязь между координатами точек 

О (ХО,УО,ZO) и K (ХK,УK,ZK) возможно показать 

в виде: 

 

   

 

   

 

   

 

0 1

2 3 0 0

0

0 1

2 3 0

0

0 1 2 3 0

0

cos sin cos

cos sin

sin sin ;

cos cos sin

cos cos

sin cos ;

sin sin

sin .

K

K

K

K

K

K

K

K

X L X

L L Y

Z

Y L X

L L Y

Z

Z L L L Y

Z

       

            

        

       

           

        

            

      

                       

(8) 

 

Введенные формулы перехода от сфериче-
ской системы координат к прямоугольной сис-
теме позволят представить координаты оголов-

ка K роботизированной шарнирно-стержневой 
стрелы в неподвижной системе отсчета ОХУZ 
через углы  и :  

 

   

 

   

 

   

 

1 0 2 0 0

3 0 0 0

1 0 2 0 0

3 0 0 0

1 0 2 0 0

3 0 0 0

cos cos

cos sin ;

cos cos

cos cos ;

sin sin

sin .

K

K

K

X L L

L

Y L L

L

Z L L

L

            

            

            

            

            

          

                                     (9) 

 

Полученные зависимости (7), (8) и (9) гово-

рят о том, что матричный метод преобразова-

ния координат применительно к роботизиро-

ванной шарнирно-стержневой стреле упрощает 

процесс определения координат шарниров, со-

ставляющих кинематическую цепочку взаимо-

зависимостей. 

С учетом представленной методики мат-

ричных уравнений возможно определение ко-

ординат шарниров, составляющих роботизиро-

ванную шарнирно-стержневую стрелу 5, 6, 7, 

8, 10. Данная методика направлена на выявле-

ние кинематических возможностей роботизи-

рованной шарнирно-стержневой стрелы. 

Для решения представленных выражений 

(1)–(9) с помощью ЭВМ ввели систему обозна-

чений и правил для записи алгоритмов, испол-

няемых на компьютере, и получили блок-схему 

кинематической цепочки взаимозависимостей 

для всей роботизированной шарнирно-стержне-

вой стрелы (рис. 3) согласно представленной 

выше формуле (7).  
  

Рис. 3. Блок-схема кинематической цепочки  
взаимозависимостей 
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Результаты 
 

Предложенные к использованию матричные 

уравнения для определения кинематических 

параметров роботизированной шарнирно-стерж-

невой стрелы (рис. 1) значительно упрощают 

математические расчеты. Изменением размеров 

силовых гидроцилиндров возможно выявить 

оптимальные значения: а) работы силовых гид-

роцилиндров; б) расстояний между опорами си-

ловых гидроцилиндров (АВ); в) длин стержней, 

составляющих треугольные соединения конст-

рукции роботизированной шарнирно-стерж-

невой стрелы; г) углов поворота стрелы в гори-

зонтальной и вертикальной плоскостях (, . 

Затем, для наглядности происходящих из-

менений, строятся графики (рис. 4, 5). 

 

 

 
Рис. 4. Графики определения оптимального расстояния а  

между опорами силовых гидроцилиндров (АВ)  

роботизированной стрелы 

 
 

   
 

Рис. 5. Графики определения углов поворота роботизированной стрелы в горизонтальной и вертикальной плоскостях  

(,  при оптимальных значениях величин 

 

Приведенная кинематическая модель робо-

тизированной шарнирно-стержневой стрелы 

показывает соответствие кинематических па-

раметров, таких как траектории точек и пере-
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мещение по заданным условиям. По получен-

ным значениям координат перемещения шар-

ниров, составляющих треугольники роботизи-

рованной шарнирно-стержневой стрелы, воз-

можно построение зоны действия (рис. 6). 

 

 
Рис. 6. Зона действия роботизированной стрелы 

 
Заключение 

 

Приведенная в статье кинематическая мо-

дель роботизированной шарнирно-стержневой 

стрелы, в форме решения матричных уравне-

ний применительно к описанной конструкции, 

раскрывает возможности определения опти-

мальных рабочих характеристик и углов пово-

рота в процессе варьирования заданных разме-

ров расстояний a, b, с и длин силовых гидроци-

линдров l1 и l2. В дальнейшем полученные ха-

рактеристики востребованы в расчетах сил 

инерции и моментов сил инерции, кинетиче-

ской энергии и мощности. 
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Многоногие шагающие роботы на базе цикловых движителей с одной степенью свободы могут быть ис-

пользованы для ряда приложений, включая поиск и спасение в разрушенных завалах, исследование пещер. 

Пространство возможных решений для проектирования таких роботов довольно велико. Возможно оптими-

зировать форму ноги, корпуса, конфигурации компонентов. Часть из критериев качества возможно вычис-

лить аналитически, а определение других критериев требует физических или численных экспериментов.  

В работе представлен метод оптимизации количества ног робота с использованием симулятора Gazebo для 

реализации динамической модели робота и генетического алгоритма оптимизации. По результатам решения 

задачи структурного синтеза выявлена зависимость между количеством ног и проходимостью робототехни-

ческой платформы. 
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Multi-legged walking robots with cyclic motors with one degree of freedom can be used for a number of appli-

cations, including search and rescue in collapsed rubble, cave exploration. The range of possible solutions for de-

signing such robots is quite large. It is possible to optimize the shape of the leg, the body, and component configura-

tions. Some of the criteria can be found analytically, and some require physical or numerical experiments. This pa-

per presents a method for optimizing the number of robot legs, using the Gazebo simulator to implement a dynamic 

robot model and a genetic optimization algorithm. Based on the results of solving the structural synthesis problem, 

the dependence between the number of legs and the walkability of the robotic platform is revealed. 

Keywords: cyclic walking mechanism, walking machines, multi-legged robots, optimization, evolutionary cal-

culus, genetic algorithm. 

 

Введение 
 

Проектирование мобильного шагающего 

робота – это комплексная задача, которая 

обычно делится на множество подзадач, часто 

остающихся взаимосвязанными. Одной из них 

является подбор движителя. 

У каждого движителя есть свой набор па-

раметров, влияющих на проходимость робота, 

связанных с характеристиками тела. У шагаю-

щих роботов таковыми являются габариты, ко-

личество и тип ног. Эти конструктивные пара-

метры определяют эффективность работы  

робота, в частности, энергозатраты на его дви-

жение и его способность проходить через раз-

личные типы пересеченной местности. Подбор 

таких конструктивных параметров называют 

задачей структурного синтеза. 

Поскольку показатели эффективности про-

тиворечат друг другу, проблема выбора пара-

метров конструкции по своей сути предполага-

ет компромисс. Например, размеры корпуса 

стараются минимизировать, поскольку это 

снижает массу корпуса, стоимость материала, 

количество и размеры механизмов шагания, 

энергозатраты на перемещение, улучшает воз-

можность перемещения в узких проходах.  

С другой стороны, увеличение размеров корпу-

са и движителей таких роботов может дать 

больше преимуществ, поскольку это положи-

тельно влияет на грузоподъемность  и проходи- 
_________________________ 

© Буличев О. В., Малолетов А. В., 2022. 

*  Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 20-38-90265. The re-

ported study was funded by RFBR, project number 20-38-90265. 



ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

13 

 

мость робота по пересеченной местности. При 

этом некоторые параметры, такие как размеры 

робота, являются непрерывными, в то время 

как другие параметры, например количество 

ног, могут принимать только целочисленные 

значения. 

Таким образом, задача структурного синте-

за сводится к дискретной многокритериальной 

задаче оптимизации, вектор критериев качества 

в которой включает в себя как критерии, вы-

числяемые на основе заданных параметров, так 

и критерии, для определения которых необхо-

димо провести физический или численный экс-

перимент. Примером вычисляемого критерия 

является минимально допустимая длина корпу-

са, которая ограничивается количеством и раз-

мерами размещенных на корпусе ног. Приме-

ром критерия второго рода является путь, кото-

рый робот проходит за заданное время по пере-

сеченной местности. 

Путь, который робот проходит по пересе-

ченной местности, зависит от характеристик 

опорной поверхности и большого количества 

внутренних факторов. Путь можно вычислить 

на основе динамической модели робота, вы-

полнив численный эксперимент, или в резуль-

тате физического эксперимента на реальной 

модели робота. 

В работе исследуется динамическая модель 

многоногого шагающего робота с цикловыми 

движителями [1], работающими синхронно  

в пределах каждого из бортов робота. Подоб-

ные роботы достаточно популярны [2–8] благо-

даря исключительной простоте шагающего 

движителя, который представляет собой одно 

твердое тело, вращающееся относительно кор-

пуса. В табл. 1 приведены их основные пара-

метры, на основе которых задавались старто-

вые параметры модели в данном исследовании. 

Динамическая модель реализована в симу-

ляторе Gazebo. В рамках симуляции робот 

движется по различным случайным образом 

сгенерированным поверхностям. Вектор крите-

риев качества включает в себя проходимый ро-

ботом путь и величину, обратную длине корпу-

са. Варьируемыми параметрами робота являют-

ся количество цикловых движителей и разности 

фаз между соседними движителями. Для реше-

ния оптимизационной задачи используется ге-

нетический алгоритм. 

 
                     Таблица 1 

Сравнение параметров роботов с цикловыми движителями 
 

Параметры RHex TurboQuad Whegs II 
Gakken 

Mechamo 

Сentipede 

Серфер 

Длина, мм 540 320 600 470 820 

Ширина, мм 200 140 190 360 250 

Высота, мм 127 100 140 50 45 

Масса, кг 8.2 1.1 8.6 3.86 3 

Количество ног 6 32 4 18 74 

Высота ноги, мм 175 50 175 100 90 

Масса ноги, кг 0.1 0.02 0.38 0.05 0.03 

Скорость, м/с 1.6 0.1 2 1.5 1 

 
Моделирование рельефа 

 

Известны следующие подходы к оценке 

рельефа: 

1. Анализ множества физических свойств 

поверхностей, таких как почва или камни,  

с точки зрения максимальной скорости, мощ-

ности и других параметров робота при их про-

хождении [2, 9]. 

2. Построение конкретной местности, кото-

рая является достаточно сложной в субъектив-

ном плане. Такой подход использовался, напри-

мер, в задании Rough Terrain Task в DARPA’s 

Virtual Robotics Challenge и для тестирования 

робота ATLAS [10]. 

3. Оценка местности в соответствии с воз-

можностями робота, основывающаяся на мак-

симальном перепаде высот, который может 

преодолеть робот. Если робот не может его 

преодолеть, значит, местность неудовлетвори-

тельная [11, 12] (рис. 1). 
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Рис. 1. Пример карт местности: карта опасности местности и карта достоверности местности 

 

4. Оценка по карте с использованием ряда 

анализируемых параметров, таких как дисперсия, 

дальность, тип почвенно-растительного покрова, 

количество острых граней и так далее [11]. 

5. Генерация искусственных поверхностей. 

Пример генерации жесткой поверхности с квад-

ратной сеткой, где каждая ячейка имеет некото-

рую высоту, показан в работе [13] (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Рельеф с параметризованными ячейками 

 

В работе используется последний подход с 

некоторыми модификациями и расширениями. 
 

Моделирование робота  

с использованием симуляции 
 

Робототехнические симуляторы представ-

ляют собой программные пакеты, которые  

могут моделировать кинематику, динамику  

и создавать виртуальные данные датчиков, ис-

пользуемые программным обеспечением для 

управления роботом, которое взаимодействует 

с ними. Одним из распространенных примене-

ний таких симуляторов является оптимизация 

алгоритмов робота, например, оптимизация по-

ходки робота [14–16]. 

Сравнительный анализ популярных робото-

технических симуляторов проведен в [17, 18]. 

На базе указанного обзора и личного опыта ав-

торов для выполнения исследований был вы-

бран симулятор Gazebo, поддерживающий не-

сколько типов физических моделей и имеющий 

встроенную интеграцию с ROS. 
 

Математическая модель робота 
 

Исследуется механическая система, со-
стоящая из твердых тел, движение которых 
описывается дифференциальными уравнениями 
вида: 
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где iM  – матрицы, содержащие массово-

инерционные характеристики; im  – масса тела; 

iI  – тензор инерции; iu  – вектор обобщенных 

скоростей; E  – единичная матрица; g  –

 вектор обобщенных сил; iv  – вектор линейной 

скорости; i  – вектор угловой скорости; iF , 

i  – силы и моменты сил взаимодействия. 

Тела, входящие в систему, соединены меж-
ду собой цилиндрическими шарнирами, кото-
рые описываются следующими связями и ди-
намическими ограничениями: 
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где через   обозначена функция связи, в об-

щем случае нестационарной и неголономной; 

t  – время; jq  – вектор обобщенных координат, 

включающий в себя координаты центра масс 
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ix  и кватернион iQ , описывающий ориента-

цию тела в пространстве; через  iG q  обозна-

чена матрица, вид которой зависит от выбран-

ной системы координат и способа задания ори-

ентации тела; k  –  коэффициент вязкого трения 

в шарнире. 

 

 
 

Рис. 3. Описание переменных для модели взаимодействия 

опорной поверхности и ноги робота 

 

Контакт ног робота с опорной поверхно-

стью (рис. 3) описывается на базе модели сухо-

го трения и выражается следующими уравне-

ниями: 
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где  u q  – функция связи;   – коэффициент 

трения между ногой и опорной поверхностью; 

радиус-векторы 1 2 1 2, , ,x x s s  и орты координатных 

осей 1 2, ,t t n  показаны на рис. 3; 1f , 2f  – значе-

ния сил трения вдоль осей 1t , 2 t  соответственно. 
 

Задача оптимизации 
 

Геометрическая модель корпуса робота 

представлена в виде трехмерного параллелепи-

педа. Количество движителей по каждому из 

бортов обозначается через  . Разность фаз ме-

жду соседними движителями обозначается че-

рез  , длины ног считаются одинаковыми  

и обозначаются через legh  (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 4. Схема модели робота для генетического алгоритма 

 

Решается многокритериальная задача опти-

мизации, в которой максимизируется дистан-

ция, пройденная за фиксированное время по 

случайно сгенерированной поверхности, и ми-

нимизируется длина робота. Дистанция полу-

чается как результат симуляции. Длина корпуса 

робота определяется на основе заданного в яв-

ном виде количества ног, их длины и разности 

фаз между ними исходя из условия полного по-

ворота ног относительно корпуса без помех 

друг другу. Для задания одинакового направле-

ния оптимизации вместо длины корпуса ис-

пользуется обратный критерий. 

Таким образом, варьируемыми параметрами 

модели робота являются   и  . Выполняется 

свертка векторного критерия качества с помо-

щью канонической аддитивно-мультипликатив-

ной функции скаляризации: 
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где   – дистанция;   – изменяемый адаптив-

ный параметр;  1,2 0..1   – изменяемые весо-

вые коэффициенты. 
 

Генерация семейств роботов  

и проходимых поверхностей 
 

Для генерации семейств роботов и поверх-

ностей были разработаны подпрограммы, кото-

рые создавали по заданным параметрам модель 

робота в формате URDF и случайным образом – 

модель поверхности в формате SDF. 

Подпрограмма генерации поверхности обе-

спечивает создание семейств поверхностей 

трех типов. При этом предполагается, что чле-

ны семейства с одинаковыми параметрами об-

ладают одинаковой сложностью. Поверхности 

генерируются на основе следующих изменяе-

мых параметров: 

1) количество ячеек по длине и ширине; 

2) 3D (рис. 5, а) или 2D (рис. 5 б, в); 

3) диапазон высоты ячейки (рис. 6); 

4) ширина и длина ячейки; 

5) параметр распределения. 

На рис. 5 представлены примеры получен-

ных поверхностей. 

  

   
а б в 

 

Рис. 5. Примеры поверхности с различными параметрами: 
а – тип T1: 3D-ячейки с равномерным распределением высот; б – тип T2: полосы с гауссовой функцией распределения высот;  

в – тип T3: полосы с нормальным распределением высот 

 

Для тестирования подпрограмм генерации и 

обоснования значений параметра высоты ячеек 

проводились численные эксперименты, в рам-

ках которых были заданы три диапазона высот 

(рис. 6). 

 

 
 

Рис. 6. Три диапазона, предлагаемых для выбора  

высоты ячеек (значения указаны в метрах) 

 

Для каждого диапазона было сгенерировано 

20 поверхностей и 50 различных роботов. В хо-

де численного эксперимента каждый робот пы-

тался пройти все участки. Время движения ро-

бота ограничивалось 4 с на преодоление перво-

го уступа с заданным диапазоном высоты. Ус-

пешные попытки подсчитывались. Результаты 

(табл. 2) показывают, что поверхности с высо-

тами первого диапазона почти гарантированно 

проходимы практически для всех генерируе-

мых роботов, а для поверхностей с высотами 

третьего диапазона вероятность прохождения 

случайным роботом составляет менее 50 %. 
 

Таблица 2 

Процентное соотношение между диапазоном  
и успешными попытками 

 

Диапазон высоты, м Успешные попытки 

0,00–0,08 99,7 % 

0,08–0,16 79,7 % 

0,16–0,195 47,3 % 
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Разработка  

оптимизационного алгоритма 
 

Реализация генетического алгоритма осно-

вана на библиотеках Deap и OpenAI-ES [19, 20]. 

Генетический код особи содержит три ос-

новных гена: количество ног, угол между двумя 

соседними ногами и волновое смещение между 

сторонами, а также один дополнительный ген – 

пройденная дистанция, – который зависит от 

других генов и поэтому не участвует в проце-

дурах скрещивания и мутации. 

Алгоритм заключается в следующем. После 

случайной генерации начальной популяции по-

пуляция эволюционирует с помощью трех опе-

раторов: селекции, основанной на повышенной 

вероятности выживания сильнейшего; скрещи-

вания, которое представляет собой спаривание 

между особями, и мутации, которая вносит 

случайные изменения в значения генов отдель-

ных особей. 

Процедура селекции, реализующая турнир-

ный подход, была взята из библиотеки Deap без 

изменений. 

Для реализации процедур скрещивания и му-

тации были разработаны оригинальные решения: 

1) для скрещивания используется общая 

функция со следующим дополнением. Каждая 

особь имеет четыре гена, но четвертый ген 

(расстояние) зависит от других генов. Поэтому 

функция скрещивания должна работать только 

с первыми тремя характеристиками; 

2) мутация: аналогично скрещиванию, ис-

пользуются только три поля. Модель робота 

имеет ограничения (например, по максималь-

ной длине), поэтому с некоторой заданной ве-

роятностью каждая из характеристик может 

быть изменена в определенном интервале. До-

пускается осуществление с одной и той же осо-

бью нескольких мутаций, но с каждым разом 

вероятность мутации уменьшается. 
 

Результаты 
 

Численные эксперименты были проведены 

в два этапа. На первом этапе находился лучший 

робот для территории T1. На втором этапе рас-

сматривалась зависимость от разных типов 

ландшафтов при меньшем количестве особей. 

Весовые коэффициенты 1 2,   варьировались, 

но здесь и далее приведены данные, получен-

ные при 1 20,6; 0,4    . 

В рамках первого этапа каждый робот про-

ходил 10 разных ландшафтов по 9 секунд каж-

дую. После 11 поколений и 200 особей в на-

чальной популяции в результате исследования 

удалось получить следующие результаты: луч-

ший робот имеет 12 ног, угол между ногами  

73 градуса и разность фаз между сторонами  

163 градуса. С такими характеристиками робот 

смог пройти 5,21 метра, в то время как предста-

вители начальной популяции проходили за это 

же время менее 2 метров. На рис. 4 показан 

лучший робот, найденный на первом этапе.  

Второй этап исследований выполнялся при 

тех же условиях, что и первый, но с измененным 

размером начальной популяции – 55 особей. 

Было сгенерировано по 10 семейств поверхно-

стей, состоящих из 9 вариантов в каждой. За-

данное на прохождение поверхности время было 

ограничено 9 секундами. По данным табл. 3 

видно, что имеется сходимость в параметрах. 
 

Таблица 3 

Зависимость между статистикой целевой функции и типами поверхности 
 

Территория Популяция Количество ног Угол между соседними ногами AVG STD 

T1 (рис. 5, а) 110 12 73 2,38 0,34 

T2 (рис. 5, б) 55 10 68 1,95 0,35 

T3 (рис. 5, в) 55 10 77 2,08 0,33 

 

Одним из основных результатов исследова-

ния, полученных при варьировании значений 

весовых коэффициентов  , является зависи-

мость между количеством ног и пройденной 

дистанцией (рис. 7), показывающая наличие 

локального оптимума при количестве ног у ро-

бота в диапазоне от 8 до 14. 

Авторы полагают, что этот факт может 

быть объяснен следующими соображениями.  

С одной стороны, слишком много ног значи-

тельно удлиняет корпус робота, что снижает 

его профильную проходимость за счет того,  

что робот с большей вероятностью может  

задеть выступы при движении. С другой сторо-

ны, при слишком малом количестве ног проис-

ходит потеря статической устойчивости робо-

та. Поскольку для гарантированного обеспече-

ния статической устойчивости необходимо 
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обеспечить контакт не менее, чем 4 ног с опор-

ной поверхностью в каждый момент времени, 

то естественным ограничением является 8 ног  

у робота. 

 

 
 

Рис. 7. Зависимость между количеством ног и пройденной дистанцией 

 
Выводы 

 

В статье предложен метод оптимизации ко-

личества ног у цикловых движителей с одной 

степенью свободы в ноге с использованием ге-

нетического алгоритма и симулятора Gazebo. 

Представлено обоснование использования та-

кого подхода, показан способ генерации се-

мейств особей и проходимых поверхностей. 

Предложена функция оптимизации, объеди-

няющая в себе поиск компромисса между про-

ходимостью и длиной конструкции. Была най-

дена и обоснована зависимость между количе-

ством ног и пройденной дистанцией. 
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пленке. Предложена конструкция для автоматизации технологического процесса при возделывании бахче-

вых культур под пленкой и описан принцип работы роботизированного устройства, обоснованы габаритные 
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Введение 
 

Волгоградская и Астраханская области яв-

ляются лидерами по производству бахчевых 

культур. Механизацией возделывания бахчевых 

культур занимался ряд ученых: А. Н. Цепляев, 

М. Н. Шапров, А. В. Седов [1–3] и другие. 

При возделывании бахчевых культур для 

защиты растений от заморозков и получения 

урожая в ранние сроки применяют технологию 

мульчирования почвы, путем покрытия плен-

кой поверхности над семенем, или высажива-

ния рассады в заранее подготовленные отвер-

стия в мульчирующей защитной пленке. При 

непосредственном высеве культура растет под 

пленкой до определенной фазы вегетативного 

развития, после чего возникает необходимость 

в надрезе пленки над растением с последующей 

фиксаций вокруг него.  

В настоящее время эти операции выполня-

ются в основном вручную, что требует больших 

трудозатрат. Существующие механизированные 

устройства для создания отверстий в мульчи-

рующей пленке (рис. 1) применяют только при 

посадке растений рассадным способом.  

Разработки роботизированных устройств, 

используемых в сельском хозяйстве, также не 

позволяют осуществлять надрез пленки над 

растением с последующей фиксацией, так как 

не адаптированы к работе в поле при выращи-

вании бахчевых культур под пленкой (рис. 2). 
_________________________ 

© Воробьева Н. С., Дяшкин А. В., Ажгалиев Р. С., Дяшкин-Титов В. В., 2022. 
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а б 

Рис. 1. Устройства для проделывания отверстий под рассаду: 
а – ручной дырокол; б – пленкоукладчик с устройством для проделывания отверстий 

 

    
а б 

Рис. 2. Роботизированные самоходные машины:  
а – роботизированная самоходная машина от компании Robotti; б – робот-пропольщик Волгоградский ГАУ 

 

В последние годы положение усугубляется 

в связи с катастрофической нехваткой рабочих 

сил, при этом надрез пленки над растением  

с последующей фиксацией необходимо выпол-

нять в короткие агротехнологические сроки.  

В связи с существованием этих проблем 

возникает необходимость в совершенствовании 

технологического процесса возделывания бах-

чевых культур с разработкой роботизированно-

го устройства. 
 

Формулировка задачи 
 

Предлагается автоматизировать технологи-

ческий процесс с помощью роботизированного 

мобильного самоходного шасси. Конструкция 

роботизированного устройства должна соот-

ветствовать ряду требований, учитывающих 

одновременно особенности возделывания куль-

туры и необходимую функциональность при 

выполнении операций данного технологиче-

ского процесса.  

 
Рис. 3. Схема расположения роботизированного  

устройства в рядке 
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Исходя из агротехнологических требований 

возделывания бахчевых культур, шасси имеет 

следующие габаритные размеры: колесная база 

1600 мм; ширина колеи между ведущими коле-

сами 1400 мм, а между ведомыми – 1300 мм; 

высота 1200 мм (рис. 3).  

С увеличением габаритов конструкции шас-

си возрастает его масса, что требует примене-

ния более мощных приводов ведущих колес.  

В связи с этим конструкция выполняется из 

легких конструкционных материалов, а опти-

мальные размеры определяются эффективной 

площадью рабочей зоны. 
 

Описание конструкции 
 

Для осуществления всех операций техноло-

гического процесса предлагается схема роботи-

зированного устройства, базирующаяся на шас-

си робота-пропольщика [4, 5].  

Конструкция (рис. 4) состоит из ведущих 

колес (мотор-колесо) 1, ведомых (управляемых) 

колес 2, стоек 3, рамы 4, направляющей 5, ко-

робки с аккумуляторным отсеком и блоком 

управления 6, рабочих органов 7 и 8, датчиков 

технического зрения 9, каретки 10, рулевого ме-

ханизма 11, линейного привода 12 для переме-

щения каретки 10, электродвигателя с ременной 

передачей 14, приводов рабочих органов 15. 
 

 
Рис. 4. Конструкция роботизированного устройства 

 

Механизм привода рабочих органов мо-

бильного самоходного шасси (рис. 5) представ-

ляет собой плоский механизм параллельно-

последовательной структуры и имеет пять сте-

пеней подвижности рабочего органа – ножей. 

  

 
 

Рис. 5. Схема перемещения рабочих органов 

 
Степень подвижности выходных звеньев 

определяется по формуле Сомова – Малышева 

для пространственных механизмов [6]: 

5 4 3 2 16 5 4 3 2W n p p p p p      
 

56 5 6 10 5 11 5n p       . 

В результате структурного синтеза получа-

ем, что механизм не имеет лишних подвижно-

стей и избыточных связей. 
 

Принцип работы  

роботизированного устройства 
 

Мобильное самоходное шасси заезжает  

в поле в рядок, при этом ряд находится между 

колесами. В блоке управления 6 (рис. 4), с за-

ранее установленными исходными данными, 

происходит настройка самоходного шасси.  

С помощью датчиков системы технического 

зрения 9 определяются координаты растения 

относительно корпуса шасси, и шасси переме-

щается так, чтобы растение находилось в об-

ласти действия рабочих органов 7 и 8. Далее  

с помощью линейного привода 12 по направ-

ляющим 5 перемещается каретка 10 таким об-

разом, чтобы первый рабочий орган 7 находил-

ся над растением. Подвод рабочего органа 7  

к пленке выполняется с помощью привода 15 
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выдвижением штока актуатора. С помощью 

датчиков определяется расстояние до пленки, 

которое контролируется для предотвращения 

травмирования растения в процессе надреза. 

Надрез пленки производится в горизонтальной 

плоскости с помощью ножа. Первый и второй 

надрез выполняются перемещением ножа  

в вертикальной плоскости, путем поворота его 

на 90 градусов. 

После того как закончился процесс надреза 

пленки, первый рабочий орган 7 возвращается  

в исходное состояние. По данным местополо-

жения первого рабочего органа позиционирует-

ся второй рабочий орган 8. Производится вдав-

ливание краев надрезанной пленки в грунт.  

Таким образом, пленка после отвода рабочего 

органа фиксируется. Рабочий орган 8 представ-

ляет собой пустотелый цилиндр определенного 

диаметра с заостренными краями. Как только 

закончится технологический процесс, оператор 

с помощью видеокамеры оценивает качество 

операции. В процессе обучения проводится на-

стройка параметров регулировок системы 

управления, что позволяет снижать вероятность 

огрехов. 
 

Система управления 
 

На рис. 6 приведена структура системы 

управления манипуляционным механизмом  

с пятью степенями подвижности, построенная 

на отдельных контроллерах положения элек-

троприводами [7, 8].  

В основу верхнего уровня положен микро-

компьютер Raspberry Pi 3 Model B. Данный 

микрокомпьютер основан на процессоре Broad-

com BCM2837 с четырьмя 64-битными ядрами 

ARM Cortex A-53, работающими на частоте  

1.2 ГГц; он имеет 1 Гб оперативной памяти, 

порты USB, RS-232, I2C и GPIO, встроенный 

блок Wi-Fi. Использование в системе управле-

ния полноценного микрокомпьютера вместо 

микроконтроллера позволяет осуществлять 

реализацию достаточно сложных алгоритмов 

управления, поддержку WiFi и построение сис-

темы технического зрения. В то же время 

Raspberry Pi отличается низким энергопотреб-

лением, что существенно в автономном мо-

бильном роботе, и невысокой ценой при доста-

точной производительности. 

Система управления нижнего уровня рабо-

тает с исполнительными механизмами системы, 

имеющей четыре актуатора, два шаговых дви-

гателя и два мотор-колеса; осуществляет теку-

щий контроль состояния линейных приводов  

и мотор-колес и реализует программно-задан-

ные законы перемещения рабочих органов.  

Управление актуаторами осуществляется  

с помощью контроллера положения собствен-

ной разработки. Центральным элементом кон-

троллера положения является вычислитель- 

ное ядро, реализующее функции автоматиче-

ского управления, на базе микроконтроллера 

STM32F100RBT6. Возможностей данного мик-

роконтроллера достаточно для реализации  

вычислений системы автоматического регули-

рования.  

Поддержка работы с сетями WiFi реализо-

вана с помощью модуля ESP8266-F12. Данный 

модуль имеет достаточно обширную систему 

портов ввода/вывода, и на базе только этого 

модуля можно реализовать контроллер поло-

жения, однако внутренне ПО чувствительно к 

операциям, вносящим задержки в работу стека, 

и длительные операции неприемлемы (напри-

мер, обработка массива значений, полученных 

с АЦП). Поэтому данный модуль занимается 

только организацией работы с сетью. Взаимодей-

ствие с ведущим контроллером осуществляется 

по интерфейсу USART на скорости 115200 б/с. 

Непосредственное управление направлени-

ем и скоростью движения двигателя с учетом 

приведенных ранее параметров возложено на 

двухканальный мостовой усилитель мощности 

на интегральной схеме VNH3SP30. Мостовой 

усилитель работает с напряжением в диапазоне 

7–36 В, а рабочий ток может достигать 30 А на 

канал. В схеме реализована защита от подачи 

высокого напряжения (при уровне напряжения 

свыше 36 В схема просто отключается), а так-

же – защита от перегрева. При длительной  

работе с током 30 А (около 35 с) защита сраба-

тывает. 

Мониторинг потребляемого электродвига-

телем тока осуществляется с помощью датчика 

ACS712. Принцип его работы основан на эф-

фекте Холла. Максимальный измеряемый ток 

может достигать 30 А при напряжении до 354 В 

постоянного тока, а шаг измерения составляет 

66 мВ/А. Гарантированный уровень шума в по-

казаниях составляет 7 мВ, что можно устра-

нить, применив методы фильтрации.  
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Рис. 6. Функциональная схема системы управления 

 

 

Суммарное пиковое потребление тока ос-

новных компонентов системы не превышает 

400 мА при напряжении 3,3 В. Для питания от 

бортовой сети 12 В применен понижающий до 

5 В импульсный стабилизатор LM2596, с мак-

симальным выходным током до 3 А. Напряже-

ние 5 В применяется для питания цифровой 

части энкодеров и дальномеров. Для пониже-

ния до 3,3 В применяется линейный стабилиза-

тор AMS1117, с максимальным выходным то-

ком до 800 мА. 
  

Заключение 
 

Таким образом, разработанное роботизиро-

ванное устройство на базе мобильного само-

ходного шасси для возделывания бахчевых 

культур позволяет: снизить затраты на трудо-

вые ресурсы; усовершенствовать технологиче-

ский процесс возделывания бахчевых культур; 

минимизировать вред окружающей среде. 
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Рассмотрена программная среда для отладки программ электронных блоков управления роботами и ро-

ботизированными машинами. Программная среда позволяет получать многомерные тестовые наборы вход-

ных данных блоков управления с помощью математической модели в режиме, близком к режиму реального 
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Введение 
 

Современные электронные блоки управле-

ния, используемые в роботах и роботизирован-

ных машинах различного назначения, обладают 

широкими возможностями и позволяют реали-

зовывать на них все более сложные алгоритмы. 

Такие алгоритмы характеризуются многока-

нальным потоком входных данных с высокой 

частотой дискретизации, более 100 Гц. Доводка 

программ управляющих блоков, выполняемая 

на натурных образцах, требует высоких вре-

менных и материальных затрат. Получение тес-

товых наборов входных данных на математиче-

ских моделях позволило бы значительно повы-

сить эффективность разработки как самих про-

грамм управления, так и систем управления  

в целом. Существующие методы создания 

управляющих систем, с использованием таких 

средств математического моделирования, как 

MatLab, Simulink [3, 4], позволяют это сделать 

для объектов, которые описываются математи-

ческими моделями относительно небольшой 

размерности. Для сложных объектов необхо-

димо использовать специализированные систе-

мы моделирования. В данной работе представ-

лено использование для этих целей системы 

моделирования динамики связанных систем тел 

ФРУНД. 
 

Общая схема программной среды  

отладки управляющих программ  

роботизированных машин 
 

Общая схема программной среды для от-

ладки управляющих программ представлена на 

рис. 1. Схема содержит два элемента, которые 

необходимы для работы системы управления  

в составе машины – виртуальный пульт управ-

ления и программу управления. Виртуальный 

пульт управления непосредственно использует-

ся в дальнейшем при программировании орга-

нов управления системы – как правило, это не-

который интерактивный интерфейс, реализо-

ванный на специализированной аппаратной ба-

зе. Программа управления непосредственно 

предназначена для прошивки электронного 

блока управления. Предполагается, что про-

грамма управления написана на некотором 

подмножестве заданного языка высокого уров-

ня, допускающего получение кода прошивки 

без дополнительных преобразований. 
_________________________ 
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Рис. 1. Блок-схема программной среды отладки управляющих программ  

роботов и роботизированных машин 

 

Современные программы электронных бло-

ков управления, оперируют с многомерными 

последовательностями входных сигналов от 

датчиков. Тестовые наборы таких сигналов 

можно эффективно генерировать только с по-

мощью математических моделей. Таким обра-

зом, программная среда, изображенная на рис. 

1, при условии использования сложных мате-

матических моделей, позволяет вести отладку 

программы управления на близких к реальным 

входных данных. 

Отметим, что программа управления не за-

висит от математической модели, взаимодейст-

вие с которой осуществляется за счет незави-

симых выходного и входного интерфейсов. 

Выполненная техническая реализация про-

граммной среды, представленной на рис. 1, ба-

зируется на системе моделирования ФРУНД [1] 

и включает два программных модуля. Первый 

модуль содержит блоки 1–4 и встроен в интер-

фейс пользователя с математическими моделя-

ми системы моделирования ФРУНД, написан 

на языке С. Второй модуль – блок 5 – является 

программой решения уравнений модели и на-

писан на языке ФОРТРАН. Связь между моду-

лями осуществляется через сокет. 

Далее рассматривается пример работы про-

граммной среды для мехатронной системы – 

управляемой подвески автомобиля. 
 

Математическая модель автомобиля  

с гидропневматической управляемой  

подвеской 
 

В качестве примера рассмотрена управляе-

мая подвеска четырехосного автомобиля. Рас-

четная схема модели конструкции автомобиля 

представлена на рис. 2. Модель включает в себя 

несущую раму и надстройку, как упругие тела; 

кабину; силовой агрегат; подвески мостов  

с точным учетом кинематики и модель рулево-

го управления. Все тела, кроме рамы и над-

стройки, в модели считались твердыми. 

Упругие свойства рамы и надстройки зада-

ются с помощью упрощенных сегментных мо-

делей, настроенных на воспроизведение не-

скольких низших частот упругих колебаний  

в заданном диапазоне и позволяющих учиты-

вать «большие движения» автомобиля. Диапа-

зон семи низших частот рамы – 4,2–17 Гц, над-

стройки – 3,5–14,6 Гц. 

Кабина и силовой агрегат, как уже отмеча-

лось, моделируются твердыми телами, соеди-

ненными с рамой трехмерными упругими виб-

роизоляторами. Расчетные схемы мостов вклю-

чают в себя реактивные тяги, соединенные  ра-

мой и мостом с помощью упругого шарнира. 

Модели мостов содержат поворотные ступицы 

и вращающиеся на них колеса. Поворот ступиц 

на двух передних мостах задается смещением 

тяг рулевого механизма. Вращающиеся колеса 

позволяют моделировать разгон – торможение 

автомобиля приложением к ним соответст-

вующих моментов. 
Упругая характеристика гидропневматиче-

ской рессоры (ГПР) задается двумя пневматиче-

скими элементами, соответствующими поршне-

вой и штоковой полостям. Для моделирования 

пневмоэлемента штоковой полости модель ГПР 

включает в себя два тела, соответствующих ци-

4. Интерфейс передачи  

данных с датчиков 

2. Программа 

управления 
5. Математическая 

модель 

1. Виртуальный 
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информация 
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управления 
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линдру и штоку ГПР и перемещающихся соос-

но. Это позволяет реализовать в модели особен-

ность работы штоковой пневмополости, для ко-

торой общее сжатие подвески (сжатие поршне-

вой пневмополости) сопровождается расшире-

нием штоковой. Полная сила в таком упругом 

элементе может быть замерена в шарнирах кре-

пления цилиндра или штока. Демпфирующая 

характеристика ГПР задается стандартной ку-

сочно-линейной функцией из четырех участков. 

Такая функция может задаваться независимо для 

поршневой и штоковой полостей.  

 

 

 
 

Рис. 2. Расчетная схема автомобиля с гидропневматической управляемой подвеской 

 

 

В модели используется пространственная 

модель контакта шины с дорогой, которая 

включает три силы и момент относительно вер-

тикальной оси. Зависимость боковой силы  

в шине от угла увода и вертикальной нагрузки 

задается в табличном виде. 

Модель гидросистемы включена в модель 

системы управления подвеской в обобщенном 

виде, задающем схему подключения пневмопо-

лостей всех ГПР подвески. Данное представле-

ние позволяет моделировать произвольное 

коммутирование пневмополостей и изменять 

его по командам управления. Гидравлическое 

сопротивление в таком представлении задается 

параметром, определяющим время выравнива-

ния давлений в соединенных объемах. 

Схема подключений содержит список со-

единенных пневмополостей, а также, в случае 

необходимости, линии нагнетания и слива  

и расходы в них. Схема подключений может 

изменяться в заданные моменты времени. Счи-

тается, что если список подключений пуст, то 

все пневмополости ГПР разделены и давление 

в них зависит только от относительной дефор-

мации подвески. При коммутации пневмополо-

стей давление в них выравнивается в течение 

некоторого времени, зависящего от гидравли-

ческого сопротивления соединительных кана-

лов. Поскольку проходные сечения трубопрово-

дов достаточно большие, принимается допуще-

ние, что время переходного процесса установ-

ления давления в коммутируемых пневмопо-

лостях мало и составляет величину порядка 1 с. 
 

Интерфейс программной среды 
 

Пример экрана программной среды показан 

на рис. 3. Отладка программы управления под-

разумевает моделирование различных режимов 

работы подвески путем выдачи соответствую-

щих команд с пульта управления. Отработка 

режимов наблюдается визуально с помощью 

анимации движения расчетной схемы объекта. 

На рис. 3 показан режим поднятия левого коле-

са второго моста автомобиля в неподвижном 

положении – на пульте управления нажата 

кнопка «Поднять колесо 3». 
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Рис. 3. Пример экрана среды отладки 

 
 

 
Рис. 4. Изменение хода подвески при выполнении команды увеличения клиренса 

 

Для детального анализа можно воспользо-

ваться графиками изменения во времени раз-

личных параметров. На рис. 4 показаны графи-

ки изменения хода передней и задней подвесок 

левого борта при выполнении команды увели-

чения клиренса. Для режима работы, изобра-

женного на рис. 4, в начальный момент време-

ни происходит коммутация четырех групп 

поршневых и штоковых полостей ГПР. После 

установления переходного процесса в момент 

времени 6 с включается режим увеличения 

клиренса – в соответствующие четыре группы 

пневмополостей подается жидкость с заданным 

расходом. В момент времени 15 с увеличение 

клиренса выключается. Показанный режим из-

менения клиренса соответствует алгоритму без 

выравнивания скоростей подъема подвесок. На 

графиках наблюдается характерный для такого 

алгоритма эффект – сначала начинает двигаться 

наименее нагруженная подвеска (передняя),  

а затем, после увеличения давления, начинает 

двигаться задняя, более нагруженная подвеска. 

Результаты моделирования позволяют опреде-

лять необходимые изменения в алгоритме 

управления и вносить их в программу управле-

ния. В качестве методов управления могут ис-

пользоваться как эмпирические методы, так  

и методы, полученные, например, с помощью 

решения обратной задачи [2]. 
 

Заключение 
 

Представленная программная среда позво-

ляет проводить отладку программ электронных 

блоков управления роботами и роботизирован-
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ными машинами на тестовых наборах данных, 

получаемых в реальном режиме времени из ма-

тематических моделей высокой адекватности. 

Одновременно также отрабатываются вид  

и форма органов управления, которые потом 

непосредственно могут быть перенесены в бор-

товые органы управления машины. 
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Введение 
  

Изучение способов перемещения по верти-

кальным поверхностям и разработка конструк-

ций роботов на их основе остается актуальной 

как научной, так и инженерной задачей. Среди 

множества передоложенных конструкций [1–3] 

выгодно отличаются тросовые роботы верти-

кального перемещения [4–8]. Предложенная 

математическая модель [9] достаточно хорошо 

описывает движение таких роботов, но требует 

экспериментальной проверки. Поэтому необхо-

димо на действующем макете оценить влияние 

его массово-геометрических параметров на ус-

тойчивость движения робота для различных его 

конфигураций. 

Схема установки и методика  
эксперимента 

 

Экспериментальная установка робота пред-
ставляет из себя модель тросового робота с че-
тырьмя роликовыми опорами и двумя тросо-
выми движителями (рис. 1). Привод тросов 
осуществляется шаговым двигателем, располо-
женным на корпусе установки, через направ-
ляющий элемент. Ролики робота могут совме-
стно изменять направление движения при по-
мощи ременной передачи, приводимой шаго-
вым двигателем, также установленным на 
корпусе установки. На корпусе робота усынов-
лен привод перемещения дополнительного гру-
за, позволяющий совершать его перемещение  
в горизонтальной плоскости установки.  

_________________________ 

© Ефимов М. И., Артемьев П. С., Прокудин Г. Ю., 2022. 
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В связи с небольшой скоростью движения ус-

тановки исследование движения производится 

методом видеосъемки процесса перемещения с 

последующей обработкой видеозаписи на ЭВМ. 

Установка подвешена на ровной вертикаль-

ной поверхности с нанесенной на ней масштаб-

ной координатной сеткой. На установке разме-

щены две стрелки указателя, по показаниям ко-

торых на координатной сетке определяется по-

ложение установки. Для получения более 

точных результатов стрелки приближены  

к вертикальной поверхности максимально 

близко, что позволяет исключить искажение 

результатов от изменения угла зрения при дви-

жении установки. 

Для оценки устойчивости установки от дей-

ствия горизонтальной возмущающей нагрузки, 

действующей параллельно вертикальной по-

верхности, через вспомогательный трос, при-

крепленный к установке и обводной ролик, ус-

тановленный на стойке вдали от тросового ро-

бота, прикладывается нагрузка с помощью ус-

тановки на трос мерных грузов. Оценивается 

нагрузка, при превышении которой установка 

смещается относительно своего начального по-

ложения. 
  

 
 

Рис. 1. Схема лабораторной установки: 
1 – корпус; 2 – приводной шкив опоры; 3 – зубчатый ремень; 4 – привод механизма поворота колес; 5 – груз; 6 – привод груза вдоль оси y; 
7 – привод троса; 8 – направляющая; 9 – трос; 10 – вертикальная поверхность; 11 – ролик; 12 – привод груза вдоль оси х; 13 – измери- 

тельная сетка; 14 – указатели; 15 – вспомогательный трос; 16 – обводной ролик; 17 – мерный груз; 18 – наблюдатель 

 

 
 

Рис. 2. Тросовый робот, лабораторная установка: 
1 – корпус; 2 – приводной шкив опоры; 3 – зубчатый ремень; 4 – привод механизма поворота колес; 5 – груз; 6 – привод 
груза; 7 – привод троса; 8 – направляющая; 9 – трос; 10 – вертикальная поверхность; 11 – ролик; 12 – измерительная сетка; 

13 – указатели; 14 – плата управления; 15 – блок питания; 16 – кабель управления 
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Установка соответствует разработанной 

схеме эксперимента и представляет из себя ме-

таллоконструкцию с установленными на ней 

приводными механизмами, управляющими 

устройствами (рис. 2). Дополнительно установ-

ка содержит стойку (рис. 3), с помощью кото-

рой выполняется нагружение установки внеш-

ней возмущающей нагрузкой. Управление дви-

жением робота осуществляется посредством 

ЭВМ, соединенной с платой управления на ус-

тановке. Окно приложения для управления ус-

тановкой изображено на рис. 4. 

 

.  
 

Рис. 3. Направляющая стойка,  

лабораторная установка: 
1 – тросовый робот; 2 – направляющая; 3 – обводной ролик;  

4 – груз; 5 – измерительное устройство (весы электронные) 

 
 

Рис. 4. Окно приложения для управления  

лабораторной установкой 

 

Установка имеет следующие основные па-

раметры: координаты характерных точек (в со-

ответствии с рис. 5) Q1(0; 283; –110); Q2(0; 748; 

–110); Q3(0; 283; –455); Q4(0; 748; –455); 

M1(210; 273; –260); M2(228; 758; –260); M1k(0; 

–120; 1400); M2k(0; 1000; 1400); G(228; 510; -276); 

масса робота – 5,38 кг; масса дополнительного 

груза – 1 кг. Данное положение робота считает-

ся исходным. Внешняя возмущающая сила P 

прикладывается вдоль центра масс робота со-

гласно схеме на рис. 5. 

 

 

 
 

Рис. 5. Общий вид тросового робота 
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Постановка задачи 
 

Ставится задача о проведении исследования 

вертикального движения тросового робота с 

целью оценки адекватности предложенного 

способа перемещения робота и разработанной 

математической модели его движения. 

Проведены измерения для следующих ва-

риантов движения тросового робота: 

а) перемещение вверх из исходного поло-

жения и возвращение обратно, без установки 

дополнительного груза; 

б) перемещение вверх и возвращение об-

ратно, без установки дополнительного груза со 

смещением робота относительно исходного по-

ложения на 200 мм левее вдоль оси Оy; 

в) перемещение вверх из исходного поло-

жения и возвращение обратно, c установкой 

дополнительного груза; 

г) перемещение вверх из исходного поло-

жения и возвращение обратно, c установкой 

дополнительного груза и его смещением отно-

сительно центра масс робота на 110 мм левее 

вдоль оси Оy; 

д) перемещение вверх из исходного поло-

жения и возвращение обратно, c установкой 

дополнительного груза и его смещением отно-

сительно центра масс робота на 70 мм от вер-

тикальной поверхности вдоль оси Оx; 

е) перемещение вверх и возвращение об-

ратно со смещением робота относительно ис-

ходного положения на 200 мм левее вдоль оси 

Оy, c установкой дополнительного груза и его 

смещением относительно центра масс робота 

на 70 мм от вертикальной поверхности вдоль 

оси Оx; 

ж) перемещение вверх и возвращение об-

ратно со смещением робота относительно ис-

ходного положения на 200 мм левее вдоль оси 

Оy, c установкой дополнительного груза и его 

смещением относительно центра масс робота 

на 110 мм левее вдоль оси Оy. 
 

Результаты эксперимента 
 

Перемещение робота фиксируется по поло-

жению указателя M1 и углу его поворота α 

(рис. 1). Для сравнения проведены расчеты дей-

ствующих сил для аналогичных конфигураций 

робота согласно математической модели [4]. 

α = arctg(ZM2 – ZM1/ YM2 – YM1). 

Результаты эксперимента представлены на 

рис. 6–8. 

  

 

 
 

Рис. 6. Координаты перемещения точки M1 для различных вариантов движения  

в соответствии с поставленной задачей 
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Рис. 7. Изменение угла поворота робота α в процессе движения для различных  

вариантов движения с их линиями тренда в соответствии с поставленной задачей 

 

Равномерность движения робота была выше 

именно для тех вариантов нагружения, для ко-

торых были выбраны наиболее выгодные кон-

фигурации движения. Так, смещение дополни-

тельного груза вдоль оси Ox (варианты д, е) 

приводило к наибольшим отклонениям робота 

(поворот на 6,3 и 10,6 градусов соответственно) 

от горизонтали. А смещение груза левее вдоль 

оси Oy (невыгодная конфигурация) при дви-

жении из исходного положения приводило  

к большему смещению робота, чем при более 

выгодных вариантах движения а и ж. 

 

 
 

Рис. 8. Экспериментальные значения максимальной возмущающей нагрузки P  

для различных вариантов движения в соответствии с поставленной задачей 
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Рис. 9. Расчетные значения максимальной возмущающей нагрузки P  

для различных вариантов движения в соответствии с поставленной задачей 

 

 

Как и следовало из математической модели, 

для более устойчивых конфигураций (варианты 

движения а, в, г, д) максимальная возмущаю-

щая нагрузка оказалась выше, чем для осталь-

ных, менее устойчивых конфигураций, на всех 

этапах перемещения. При этом расчетные зна-

чения максимальной возмущающей нагрузки 

качественно соответствуют полученным экспе-

риментальным данным (рис. 9). 

Проведенное исследование подтверждает 

работоспособность предложенного способа пе-

ремещения по вертикальной поверхности. 

Ожидаемое поведение тросового робота, исхо-

дя из анализа его математической модели, со-

ответствует полученным экспериментальным 

данным, что подтверждает ее адекватность. 
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В статье рассматривается вопрос разработки метода оптимального планирования движения робота с об-

ходом препятствия при заданных краевых условиях и времени движения (BCτ
I
). Предлагаемый подход пла-

нирования движения (VC/APF+BCτ
I
) основывается на совместном применении вариационного исчисления 

(VC) и метода потенциальных полей (APF) с разделением планирования на этапы (режимы движения). 

Ключевые слова: мобильный робот, планирование движения, вариационное исчисление, метод потенци-

альных полей, оптимальное управление. 
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MOTION PLANNING OF A GROUND ROBOT WITH BYPASSING A STATIONARY  

OBSTACLE AT THE SPECIFIED: INITIAL AND END COORDINATES,  

SPEEDS AND OPERATING TIME (VC/APF+BCτ
I
).  

Part I. THEORY 
 

Volgograd State Technical University 
 

The article deals with the issue of developing the method for optimal planning of the robot's motion with an ob-

stacle avoidance for given boundary conditions and motion time (BCτ
I
). The proposed approach (VC/APF+BCτ

I
) to 

traffic planning is based on the joint application of the variational calculus (VC) and the artificial potential field 

(APF) method with the division of planning into stages (traffic modes). 

Keywords: mobile robot, motion planning, calculus of variations, artificial potential field method (APF), opti-

mal control. 

 

Введение 
 

Современный уровень состояния техноло-

гий (в области управления техникой, транспор-

та, производства малогабаритных высокоско-

ростных вычислительных систем, сенсоров и 

измерительных приборов и т. д.), изменение ци-

вилизационной парадигмы современного обще-

ства обусловливают потребность в разработке и 

создании беспилотных транспортных средств и 

систем. Решение проблемы по созданию опти-

мальных методов управления беспилотными 

транспортными средствами и системами позво-

лит эффективно осуществлять грузоперевозки, 

управлять транспортными потоками – эконо-

мить время и энергетические ресурсы, снизить 

количество аварийных ситуаций на дорогах  

и уровень рисков на опасных производствах  

и в других сферах деятельности человека. Из 

анализа обзорных статей [1–3] следует, что на 

сегодняшний день существует большое разно-

образие методов планирования движения робо-

тов, которые отличаются эффективностью в раз-

личных условиях (см. табл. 1, [2]). 

Исходя из оценки автора статьи [2], наибо-

лее эффективными являются методы потенци-

альных полей и реактивные методы. Данные 

методы обеспечивают набольшее быстродейст-

вие робота, пригодны для обхода как статич-

ных, так и динамичных препятствий, продуци-

руют гладкую (безударную) траекторию и мо-

гут быть использованы как для глобального, 

так и для локального планирования пути в ус-

ловиях изменяющейся среды. Но реактивные 

методы не обладают достаточной строгостью 

математического обоснования, что затрудняет 

их анализ известными математическими мето-

дами. Методы потенциальных полей строятся 

на введении функции потенциальной энергии, 

состоящей из двух компонент: компоненты 

притяжения к целевой (финальной) точке и ком-

поненты отталкивания от препятствия [4, 5], 

которые  (во многих работах)  определяются за- 
_________________________ 
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висимыми только от координат (что заранее 

предопределяет равенство нулю скорости цен-

тра масс робота в финальной точке). На прак-

тике могут возникать различные задачи (сты-

ковка двух роботов в процессе движения, пере-

хват роботом цели и др.), в которых робот дол-

жен оказаться за отведенное время в конечной 

точке с требуемым значением скорости. Так как 

применение методов потенциальных полей для 

решения подобных задач приведет к усложне-

нию вида функции потенциальной энергии, то 

возникает целесообразность в разработке под-

ходящего метода со схожей эффективностью, 

что и у «классических» методов потенциальных 

полей. Для этого в первом приближении ста-

вится и решается следующая модельная задача. 

 
Таблица 1 

Сравнение методов планирования движения 
 

Методы 
Соответств. 

реальному времени 

Тип  

среды 

Характер  

пути 

Сфера  

действия 

На основе графа или дерева Нормально Статический Негладкий Глобальная 

На основе клеточной декомпозиции Нормально Статический Негладкий Любая 

Метод потенциальных полей  Лучше Любой Гладкий Любая 

Оптимизационные Хорошо Любой Гладкий Любая 

Интеллектуальные Плохо Статический Негладкий Глобальная 

Реактивные Лучше Любой Гладкий Любая 

 

1. Постановка задачи. Требуется получить 

законы движения центра масс наземного робота 

(движущегося по плоскому горизонтальному 

основанию без сил сопротивления), которые 

обеспечивают его перемещение из заданной 

начальной точки О в конечную F за отведенное 

время τ  при заданных начальных и конечных 

координатах, скоростях соответственно: 

0 0 0 0, ;,x x y y  
τ τ τ τ, ,,x x y y  с обходом одного по-

коящегося препятствия (рис. 1). При этом пола-

гается, что робот обладает идеальной манев-

ренностью – способен реализовать любую тра-

екторию движения центра масс как угодно  

быстро (отсутствуют конструктивные ограни-

чения  шасси и  ограничения  мощности  приво- 
 

 
 

Рис. 1. Постановка задачи 

дов). Для осуществления корректировки своего 

движения вблизи препятствий робот должен 

быть оснащен сенсорами. Так как сенсоры 

имеют определенную дальность действия, то 

движение робота может быть разделено на три 

режима: 1 – сенсоры робота не фиксируют на-

личие препятствия (глобальное планирование 

движения); 2 – сенсоры обнаруживают препят-

ствие (локальное планирование движения);  

3 – препятствие оказывается «позади» робота 

(глобальное планирование движения). 

2. Режим при видимом отсутствии пре-

пятствия (глобальное планирование движе-

ния). В первом режиме, при свободном движе-

нии центра масс робота (в отсутствии видимо-

сти сенсорами препятствия) для выполнения 

граничных условий: 
0 0 0 0, ;,x x y y  

τ τ τ τ, ,,x x y y  

математические зависимости, описывающие 

его законы движения, должны содержать ми-

нимум восемь констант. В соответствии с дей-

ствием по Гамильтону, искомые законы движе-

ния можно определять исходя из критерия 

 
τ

0

,, , , ,I L t x y x y dt  L T                (1) 

и условий Эйлера – Пуассона, обеспечивающих 

экстремум (минимальность) для (1): 

0,
i i

L d L
q dt q

 
 
 

 
 

 
1 21,2, , ,i q x q y    

 
22

.
2 2

mymx
L                         (2) 
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Но законы движения после интегрирования 

уравнений (2) 

1 1 2, ,0,x x A x At A     

1 1 2,0,y y B y Bt B                (3) 

содержат всего четыре константы, что не по-

зволяет решить задачу в описанной постановке. 

Для решения подобной задачи необходимо 

отойти от классического описания критерия (1) 

и ввести в него ускорения [6], например: 

 
τ

0

, , , , , , ,I L t x y x y x y dt 
 

2 222

.
2 2 2 2

aa
my k yk xmx

L             (4) 

Тогда для обеспечения экстремальности 

(минимальности) критерия (4) должны выпол-

нятся условия: 
2

2
0.

i i i

L d L d L
q dt q dt q

   
   

   

  
 

  
        (5) 

Откуда, искомые законы движения в диф-

ференциальной форме примут вид: 

( ) ( )0, 0,IV IV

a a

m m
x x y y

k k
             (6) 

где 0ak   – размерный коэффициент пропор-

циональности.  

Поиск решения первого уравнения (6) через 

подстановку rtx e  приводит к определению 

вида закона движения робота вдоль оси абс-

цисс: 

( ) 2 ,0,IV

a

m
x k x k

k
    

4 2 2 0,rr k        2 2 2 0,r r k   

1,2 3 40, , ,r k r kr      

   
11 12 13 14 .kt ktx C C t C e C e            (7) 

После интегрирования второго уравнения 

(6) аналогичным образом (7) законы движения 

робота описываются соотношениями [7]: 

1 11 12 13 14 ,kt ktq C C t C e C e     

2 21 22 23 24 .kt ktq C C t C e C e              (8) 

Подстановка начальных и конечных усло-

вий движения робота в систему (8) позволяет 

определить неизвестные константы ijC , тем 

самым – решить задачу движения робота в от-

сутствии препятствия и при этом оптимально: 

 

1 3 4 0

τ τ

1 2 3 4 τ

2 3 4 0

τ τ

2 3 4 τ

,

τ+ ,

,

,

i i i i

k k

i i i i i

i i i i

k k

i i i i

C C C q

C C C e C e q

C C k C k q

C C ke C ke q





  


  


  
   

             

1 0 3 4

τ τ

0 3 4 2 3 4 τ

2 3 4 0

τ τ

2 3 4 τ

,

τ+ ,

,

,

i i i i

k k

i i i i i i i

i i i i

k k

i i i i

C q C C

q C C C C e C e q

C C k C k q

C C ke C ke q





  


    


  
   

 

 

   

1 0 3 4

τ τ

2 τ 0 3 4

τ τ

τ 0
3 4 0

τ τ
τ τ τ 0

3 4 τ

,

1
1 1 ,

τ

1 1
,

τ τ τ

1 1
,

τ τ τ

i i i i

k k

i i i i i

k k

i i
i i i

k k
k k i i

i i i

C q C C

C q q C e C e

q qe e
k C k C q

q qe e
ke C ke C q








  

       

 

                

     

       
   

                              (9) 

 
τ

11

1
,

τ

k

i

e
a k

 
  
 

   

τ

12

1
,

τ

k

i

e
a k

 
  
 

   

τ
τ

21

1
,

τ

k
k

i

e
a ke

 
  
 

   

τ
τ

22

1
,

τ

k
k

i

e
a ke


 

  
 

 

τ 0
1 0 ,

τ

i i
i i

q q
b q


 

    

τ 0
2 τ ,

τ

i i
i i

q q
b q


 

    

11 3 12 4 1

21 3 22 4 2

,

,

i i i i i

i i i i i

a C a C b

a C a C b

 


 
    

11 12

11 22 12 21

21 22

,
i i

i i i i i

i i

a a
a a a a

a a
     

1 12 11 1

1 1 22 12 2 2 11 2 1 21

2 22 21 2

, ,
i i i i

i i i i i i i i i i

i i i i

b a a b
b a a b a b b a

b a a b
                             (10) 

при условии: 
τ τ τ τ

τ τ1 1 1 1
0,

τ τ τ τ

k k k k
k k

i

e e e e
k ke k ke

 
          

              
       

      

1 2
3 4, .i i

i i

i i

C C
 

 
 

       (11) 
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Если сенсоры в некоторый момент времени 

1τ  от начала движения все-таки обнаруживают 

препятствие на своем пути, то законы движе-

ния должны видоизмениться, отражая своей за-

писью и параметрами форму робота, форму  

и расположение препятствия, способность укло-

нения от границ препятствия. На основе соот-

ветствующих алгоритмов обработки массива 

данных (координат точек границ препятствий), 

поступающих от сенсоров, каждому из обнару-

женных препятствий и для простоты реализации 

управления может быть поставлена в соответст-

вие окружность радиусом 
iR  и координатами 

центра , .i ix y  В свою очередь, границы самого 

робота можно разместить внутри окружности 

радиуса R  или вписать в нее. Описание робота  

и препятствия в виде окружностей является про-

стым способом (используются всего три пара-

метра: радиус, две координаты) и позволяет сни-

зить риск попадания робота в локальный мини-

мум потенциального поля [8]. Идентификация 

препятствий представляет собой отдельную зада-

чу, которая в данной статье не рассматривается. 

3. Режим уклонения от препятствия (ло-

кальное планирование движения). Для оты-

скания вида законов движения центра масс ро-

бота, учитывающих наличие препятствия и его 

безударный обход, предлагается ввести инте-

гральный критерий типа (использовать класси-

ческое  действие по Гамильтону): 

 
2

1

τ

τ

,, , , ,I L t x y x y dt  ,obstaclL T U      (12) 

где T  – кинетическая энергия центра масс ро-

бота; 
obstaclU  – функция потенциальной энергии 

искусственного силового поля отталкивания от 

границ препятствия.  
 

 
 

Рис. 2. Определение вида функции потенциальной энергии 

 

Из физической особенности функциониро-

вания сенсоров робота (ограниченной дально-

сти их действия) следует, что функцию 
obstaclU  

можно описать силовым полем отталкивания, 

ограниченного в пространстве действия. В ка-

честве источника такого поля может выступать 

условная (виртуальная) пружина с жесткостью 

0,c  сжимаемая роботом, который приближа-

ется к границам препятствия. При сжатии ус-

ловной пружины возникает сила отталкивания 

,springF  что проиллюстрировано на рис. 2. По-

тенциальная энергия пружины – отталкиваю-

щего поля препятствия – определяется исходя 

из выражения: 

2

,
ξ

2obstacl

c
U 

     
0 ,ξ r r 

 

 
 

2

0 2 2

0 0 .
2

2
2obstacl

c r r c
U r r r r


         (13) 

Таким образом, с учетом координатной за-

писи для r  получается пространственно огра-

ниченное отталкивающее силовое поле:  

       
2 2 2 2 2

1 1 0 1 1 0 0

0

, ,
2

0, .

2
obstacl

x x y y x x y y
c

r r r r
U

r r

            
 


                (14) 
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4. Условие безударного обхода препятст-

вия. Минимальная длина сжатой виртуальной 

пружины, обеспечивающая отсутствие соуда-

рения робота с препятствием, может быть оп-

ределена из формулы: 

min 1 1,α Rr R                     (15) 

где 
1 1α   – коэффициент безопасности, опре-

деляющий запас дистанции робота до границы 

препятствия. На границе силового поля 
0r  ро-

бот обладает кинетической энергией, которая 

по мере сжатия условной пружины частично 

или полностью перейдет в потенциальную, при 

некоторой длине пружины *r . Если полагать 
*

min ,r r  то условие безударного обхода робо-

том препятствия в общем виде может быть вы-

ражено через закон сохранения энергии: 

     
0 0 min min

| | | | ,r r r r r r obstacl r rT T T U      V V V  

  (16) 

где 
0

|| r r
V  – компонент вектора скорости центра 

масс робота, направленный к центру препятст-

вия в момент его входа в поле отталкивания; 

0
|r r V  – компонент вектора скорости центра 

масс робота, направленный перпендикулярно  

к линии, соединяющей центр масс робота и центр 

препятствия, в момент его входа в поле оттал-

кивания. Так как для движения механической 

системы в центральном поле сохраняется мо-

мент импульса относительно центра поля:  

00 ( )| | ,r r r r tr mV rmV                (17) 

то условие (16) c учетом (17), (15) и (13) пред-

ставимо в следующем виде: 
 

 0 0 0

2 2 2 2
2 20

min min 0 02

min

| | |
.

2 2 2 2
2r r r r r rmV mV mV r c

r r r r
r

    
                                        (18) 

 

Откуда определяется жесткость условной 

пружины, необходимая для остановки робота в 

направлении к центру препятствия на допусти-

мом расстоянии до него: 
 

 0 0

2
22 2 20

1 1 1 1 0 02

1 1

| | / .α 2 α
α

r r r rс m V V R R
R

r
R R r r

R
  

 
              

   


                       (19) 

 

Граница поля – 
0r  – может быть экспертно 

задаваемой исходя, например, из условия: 

1 1 0 1α ,LR R r Rr                 (20) 

где 
Lr  – максимальная дальность обнаружения 

препятствия сенсорами робота, или опреде-

ляться из некоторого дополнительного условия. 

В координатной форме выражение (19) 

примет вид: 

 

  0 0

0 0 0 0

0 0

2
12 2 2 2 2 0

2

1 1 1

2 2

1 1 1 1 0 0

sin
α

α 2 α

r r

r r r r

r r

y y y
x y x y arctg arctg

x x x R
с m

R R

r

R

R R r r

    
       

            


       



   
                       (21) 

 

5. Уравнения движения робота в режиме уклонения от препятствия. Для обеспечения ми-

нимума функционала (12) необходимо, чтобы  

1 20, , , 1,2,
i i

L d L
q x q y i

q dt q

  
     

  
 

       
2 2

2 2 2 2 2

1 1 0 1 1 0 .
2 2 2

2
mx my

L x x y y x x y y
c

r r          
  

                     (22) 

Тогда уравнения движения в дифференциальной форме для работа, находящегося в режиме 

уклонения от препятствия, примут вид: 

       

       

0.5
2 2

1 0 1 1 1

0.5
2 2

1 0 1 1 1

,

,

x x x x x y y x x
m

y y y x x y y y y
m

c
r

c
r





              


         
    




                                   (23) 

где c  определяется исходя из формулы (21). 
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6. Пример алгоритма навигации системы 

управления робота. 
1. Запускается система управления робота и 

сканирования местности, вводятся оператором на-

чальные: 
0 0 0 0, ,x x y y  и конечные: 

τ τ τ τ, ,x x y y  ус-

ловия движения робота и его параметры (рис. 3, а).  

2. Робот планирует свое движение – запус-

кается расчет параметров (7), (9)–(11) на осно-

вании заданных краевых условий с последую-

щим расчетом законов движения (8) и управ-

ляющих воздействий (рис. 3, а). 

3. Робот начинает (продолжает) свое дви-

жение – реализует синтезированные законы (8) 

(рис. 3, б). 

4. В процессе движения, при обнаружении 

препятствия, производится идентификация 

препятствия в виде окружности  1 1 1, ,R x y   

и расчет радиуса 
minr  опасной зоны вокруг это-

го препятствия по формуле (15) (рис. 3, б). 

5. Производится проверка пересечения син-

тезированной, в соответствии с (8), траектории 

робота и опасной зоны вокруг препятствия по 

условию: 

     
2 2

1 1 min0, τ : .x x y yt r            (24) 

5.1 Если условие (24) выполняется, то робот 

продолжает свое движение по законам (8). 

 

 

  
а б 

                  

в г 

Рис. 3. Обход роботом стационарного препятствия (см. также с. 40) 
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д е 

Рис. 3. Окончание  
 

 

5.2 Если условие (24) не удовлетворяется, 

то выполняются действия: 6–10. 

6. Определяется радиус 
0r  окружности (20) – 

границы действия искусственного силового по-

ля отталкивания (рис. 3, б).  

7. Для момента времени 
1τ ,  соответствую-

щего пересечению траекторией робота (8)  

границы поля отталкивания 
0r  (входу робота  

в поле): 

     
2 2

1 1 1 1 0τ τ ,x x y y r   
        

(25) 

производится определение из (8) и сохранение 

в оперативной памяти робота его координат 

   1 1τ , τyx  и скоростей    1 1τ , τyx  (рис. 3, в). 

8. Запускается расчет жесткости (21) услов-

ной пружины и алгоритм численного интегри-

рования законов движения (23) (обеспечиваю-

щих увод робота от препятствия за область 

действия силового поля) с начальными – пере-

определенными условиями: 

       1 10 τ , 0 τy yx x  ,  

   10 τ ,x x     10 τ .y y  

9. При повторном пересечении траекторией 

робота границы поля отталкивания – при выхо-

де робота из поля, фиксируются время 
2τ ,  те-

кущие координаты    2 2τ , τyx  и скорости 

   2 2τ , τyx  (рис. 3, г). 

10. Запускается расчет новых значений па-

раметров (7), (9)–(11) на основании переопре-

деленных краевых условий: 

   20 τ ,x x    20 τ ,y y    20 τ ,x x
 

   20 τ ,y y  2 1 ττ τ τ ,x x  
 

 2 1 ττ τ τ ,y y    2 1 ττ τ τ ,x x  
 

 2 1 ττ τ τ ,y y    

с последующим расчетом и реализацией зако-

нов движения (8) (рис. 3, д, e).   

Если синтезированный участок траектории 

проходит вне границы опасной области minr  (п. 5, 

5.1), то цикл построений завершается, иначе  

(п. 5.2) – происходит возврат к п. 7–10 с необ-

ходимым перерасчетом параметров и выбором 

режима движения наземного робота.  
 

Заключение 
 

Исходя из анализа статей в русскоязычном 

сегменте публикаций по запросам (elibrary.ru): 

«Планирование движения» (1757 статей, 1977–

2022 гг.), «Оптимальное движение» (272 стат., 

1987–2022 гг.), «Вариационное исчисление  

и движение» (60 статей, 1987–2022 гг.) и –  

в англоязычном по запросу в БД Web of 

Science: «Obstacle avoidance planning» (339 ста-

тей, 1985–2022 гг.), можно составить следую-

щую таблицу свойств (табл. 2) предлагаемого 

подхода планирования движения VC/APF+BCτ
I
 

(с учетом краевых условий и лимита времени)  

в сравнении со свойствами существующих ме-

тодов потенциальных полей (APF) [9]. 
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Таблица 2 

Сравнение предлагаемого подхода  с методами APF 
 

№ Существующие методы Предлагаемый подход 

1. Модификация Лагранжиана 

 Не предлагается модификация. Используются 

дифференциальные уравнения движения 2-го по-
рядка 

В Лагранжиан вводится «кинетическая энергия ускоре-

ния». Дифференциальные уравнения движения 4-го по-
рядка 

2. Применение потенциала притяжения в финальной точке 

 Да. Во многих статьях: 

 

2

2

goal

att aU k



q q

q  

Нет. Достижение финальных координат обеспечивается 

расчетом констант интегрирования законов движения 
через краевые условия и оперативное время 

3. Вид функции потенциальной энергии отталкивания 

 Применяется более сложная функция: 

 
  

 

2
1 1

0

0

ρ ρ
,ρ ρ ,

2
rep rU k

 
 

q
q q  

ρ  – расстояние между роботом и границей пре-

пятствия 

Используется более простая запись: 

 
2

0

0, ,
2obstacl

c r r
U r r


   

r  — расстояние между роботом и центром препятствия 

4. Возможность задания скорости центра масс робота в финальной точке 

 В отдельных статьях задается через модификацию 

потенциала притяжения: 

  α α
m n

att q goal q goalU    q,q q q q q  

Достижение финальной скорости обеспечивается расче-

том констант интегрирования законов движения через 
краевые условия и оперативное время 

5. Представление препятствия в простой форме (в виде окружности) 

 Во многих статьях задается сложная функция гра-

ницы препятствия 

Да. Позволяет снизить риск попадания в локальный ми-

нимум потенциального поля 

6. Лимит времени на перемещение робота из начальной точки в конечную. 

 В статьях не указано Да. Учитывается в константах интегриров 

7. Расчет константы силового поля отталкивания 

 
В статьях не представлено 

Да. Из законов сохранения энергии и момента импульса 

для центрального поля 

8. Учет габаритов мобильного робота 

 В статьях не указано Да. При расчете константы поля 

9. Решение проблемы локальных минимумов поля (потенциальных ям) 

 Изменение направления движения; притяжение ко 

временной цели; использование полей без локаль-

ных минимумов со сложной структурой 

Введение временной (промежуточной) конечной точки – 

временное изменение правой границы исходных краевых 

условий 
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Введение 
 

В первой части статьи по результатам ана-

лиза  широкого спектра публикаций, в том чис-

ле [1–9], предложен подход планирования дви-

жения мобильного наземного робота на основе:  

1) решения плоской вариационной задачи  

с краевыми условиями по координатам (скоро-

стям);  

2) использования только отталкивающего си-

лового поля от границ препятствия (в отличие от 

классического подхода потенциальных полей);  

3) представления робота на плоскости в ви-

де простого геометрического примитива (ок-

ружности); 

4) адаптации отталкивающего поля за счет 

пересчета его коэффициента пропорционально-

сти (жесткости) при каждом входе робота  

с различными скоростями в зону действия поля. 

При этом время выполнения задачи роботом ог-

раничено, а на перемещение робота не наклады-

ваются ни кинематические (конструктивные), ни 

динамические  (мощность приводов может быть 

сколь угодно большой) ограничения. Робот об-

ладает идеальной маневренностью. На базе 

представленного подхода планирования движе-

ния описан примерный алгоритм навигации ав-

томатической системы управления роботом.  

1. Компьютерное моделирование. Для ис-

следования предложенного в первой части ста-

тьи примерного алгоритма автоматической на-

вигации мобильного робота (на языке Visual 

C++ в среде отладки Microsoft Visual Studio 

2010) разработан авторский программный ин-

струмент с мультиоконным интерфейсом на 

основе объектно-ориентированного програм-

мирования (классов и механизма их наследова-
_________________________ 

© Леонард А. В., 2022. 
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ния). Данный программный инструмент позво-

ляет параллельно рассчитывать кинематику ро-

бота; создавать 2D-анимацию его движения в 

заданном масштабе отображения; визуализиро-

вать его траекторию, границу, границы види-

мости сенсора, препятствия, зону действия от-

талкивающего поля. Для простоты реализации 

численного интегрирования в программе ис-

пользован метод численного интегрирования 

Эйлера. 

2. Численное тестирование. Для всей се-

рии численных экспериментов (рис. 1–5) были 

приняты постоянными: 1m  кг; 1ak   кг·с
2
; 

0.5R  м; 2Lr   м; 
1 1R   м; α 1.2;  τ 10  с; 

τ 0.02d   c. 

 

  
а) 0 0 0 ;мx y 

τ τ 4 ;116 , мx м y  1 1 08 , мx м y   

   
б) 0 0 0 ;мx y 

τ τ 3 ;16 , мx м y  1 1 08 , мx м y   

 
в) 0 0 0 ;мx y 

τ τ 2 ;16 , мx м y  1 1 08 , мx м y   

Рис. 1. Результаты численного тестирования при нулевых скоростях в начальной и конечной точках центра масс робота 
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а) 0 0 0 ;мx y 

τ τ 1 ;16 , мx м y  1 1 08 , мx м y   

   
б) 0 0 0 ;мx y  τ τ 0.5 ;16 , мx м y  1 1 08 , мx м y   

 
в) 0 0 0 ;мx y 

τ τ 0.25 ;16 , мx м y  1 1 08 , мx м y   

Рис. 2. Результаты численного тестирования при нулевых скоростях в начальной и конечной точках центра масс робота 
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Рис. 3. Результаты численного тестирования при нулевых скоростях в начальной и конечной точках центра масс робота 

 

 
а) 0 0 0 ;мx y 

τ τ 0.125 ;16 , мx м y  1 1 08 , мx м y   

   
б) 

0 0 1 ;0 , мx м y  τ τ 1 ;16 , мx м y  1 1 18 , мx м y   

 
в) 0 0 0 ;мx y 

τ τ 1 ;10 , мx м y  1 1 08 , мx м y   
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а) 0 0 0 ;мx y 

τ τ 0 ;16 , мx м y  1 1 08 , мx м y   

   
б) 0 0 0 ;мx y 

τ τ 0 ;16 , мx м y  1 1 1.58 , мx м y   

 
в) 0 0 0 ;мx y 

τ τ 0 ;16 , мx м y  1 1 38 , мx м y   

Рис. 4. Результаты численного тестирования при скоростях:  

0 00 , 3 ;м с м сx y  τ τ0 , 3м с м сx y    в начальной и конечной точках  
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Рис. 5. Результаты тестирования при произвольном задании скоростей и координат центра масс робота  

в начальной и конечной точках 

 
Заключение 

 

Из анализа рис. 1, а, б, в; рис. 2, а, б, в; рис. 3, 

а; рис. 4, в следует, что при приближении ли-

нии вектора абсолютной скорости центра масс 

робота к центру препятствия происходит рост 

числа касаний (центра работа) внутренней гра-

ницы отталкивающего от препятствия поля. 

При некотором малом расстоянии между цен-

тром препятствия и линией вектора скорости 

робот оказывается неспособным прийти в ко-

   
а) 0 0 2 ;мx y 

0 0 4 ;6 ,м с м сx y  τ τ 3 ,15 , мx м y    

τ τ 3 ;5 ,м с м сx y  1 1 35 , мx м y   

 
б) 

0 0 2 ;x y м 
0 0 ;6 , 10x м с y м с 

τ τ11 , 3 ;x м y м   

τ τ ;4 , 3x м с y м с 
1 17, 3x y   
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нечную точку за отведенное время (рис. 3, а).  

В соответствии с рис. 3, б, когда линия вектора 

скорости центра масс робота проходит через 

геометрический центр препятствия, центр масс 

робота совершает несколько колебательных 

движений и останавливается на внутренней 

границе (что определяет возникновение про-

блемы «минимума потенциальной функции от-

талкивающего поля препятствия», аналогичной 

проблеме локальных минимумов методов APF. 

Однако, в отличие от методов APF), предлагае-

мый подход VC/APF+ BCτ
I 
и примерный алго-

ритм навигации наземного робота позволяют 

находиться целевой точке робота внутри оттал-

кивающего поля (рис. 3, в). В случае произволь-

ного задания начальных и конечных координат 

и скоростей центра масс робота моделируемый 

робот оказывается способным реализовать не-

обходимые законы движения с безударным об-

ходом статичного препятствия за отведенное 

оперативное время (рис. 4, а, б; рис. 5, а, б). 

Проблема возникновения колебаний центра 

масс робота в отталкивающем поле препятст-

вия может быть устранена «отключением» поля 

(в момент касания роботом внутренней грани-

цы поля) и аналитическим решением промежу-

точной вариационной задачи с временным из-

менением правой границы исходных краевых 

условий (определенным введением временной 

конечной точки). При этом левая граница опре-

деляется через координаты точки касания внут-

ренней границы поля центром масс робота  

с нулевыми значениями скоростей вдоль оси x 

и y. Таким образом, работоспособность (приме-

нимость) предложенного подхода (VC/APF+BCτ
I
) 

подтверждается.  
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LiDAR and stereo-camera SLAM testing results are presented. The test is conducted using mobile platform 

while moving along the different kinds of trajectories. Coordinates and orientation angles were analysied. As the re-

sult, LiDAR-based SLAM is more accurate than stereo-camera-based SLAM. 
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Автономное управление мобильными плат-

формами базируется на системах технического 

зрения, в функции которых входит определение 

координат платформы. В работе рассматрива-

ются несколько SLAMалгоритмов, в функции 

которых входит нахождение координат и ори-

ентации платформы. SLAMалгоритмы исполь-

зованы для двух типов приборов технического 

зрения – лидар Velodyne VLP-16 и стереокамера 

Stereolabs ZED. 

Исследования проводились на эксперимен-

тальной мобильной платформе [1], в которой ре-

ализовано управление движением с отслежива-

нием заданной программной траектории (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Колесная платформа для экспериментов 

 

Для нахождения координат с помощью сис-

тем технического зрения применяются различ-

ные алгоритмы – LOAM (Lidar Odometryand 

Mapping) [2], использующий LIDAR; ORB-

SLAM 2 [3], использующий моно и стереокаме-

ры, а также камеры глубины; LSDSLAM [4], ра-

ботающий с монокамерами; RTAB-Map [5]. 

Тестирование большого количества SLAM-алго-

ритмов опубликовано на сайте [6] бенчмарка 

KITTI [7, 8].  

В данной работе осуществлялось сравнение 

алгоритмов LeGO-LOAM [17] (модификация ал-

горитма LOAM) и проприентарного алгоритма 

SLAM из ZEDSDK от компании Stereolabs [9]. 

LeGO-LOAM является оптимизаций алго-

ритма LOAM для наземных транспортных 

средств. Алгоритм основывается на наличии 

поверхности земли в облаках точек, получае-

мых с лидара. Это позволяет эффективнее вы-

делять ключевые точки и сопоставлять их на 



ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

50 

последовательных кадрах для определения 

движения. Благодаря этому LeGO-LOAM об-

ладает такой же точностью, как и LOAM,  

но меньшими вычислительными затратами, что 

позволяет использовать его даже на встраи-

ваемых платформах с низкой производитель-

ностью. 

ZEDSDK – набор проприентарного (с закры-

тым программным кодом) обеспечения для сте-

реокамер от компании Stereolabs. ZEDSDK по-

зволяет осуществлять такие задачи, как постро-

ение карты глубины, облака точек, детектирова-

ние объектов и SLAM. Алгоритм SLAM в ZEDSDK 

неизвестен по причине закрытого ПО. 

В данной работе рассматривается движение 

мобильной платформы по нескольким траекто-

риям и анализ точноcти нахождения координат 

платформы и углов ориентации. 

Результаты замеров координат и углов ори-

ентации платформы при движении по окружно-

сти диаметром 3 м в помещении показаны на 

рис. 2–4. Помещение представляло собой квад-

ратную комнату со стороной 5 м. Контроль 

точности отслеживания траектории косвенным 

образом выполнялся по отклонению замыка-

ния – минимальному значению отклонения тра-

ектории от начальной точки. Максимальное от-

клонение замыкания в заезде, представленном 

на рис. 2, составило 0,7 м. Такое отклонение 

имеет место для траектории, измеренной лида-

ром, т. е. измерение лидаром координат траек-

тории в плоскости движения точнее, чем ZED-

камерой. Лучшее совпадение измеренных ZED-

камерой траекторий с программной траектори-

ей объясняется использованием для управления 

данных с ZED-камеры. Частота дискретизации 

данных с ZED-камеры составляла 30 Гц, с ли-

дара – 10 Гц. 

 

 

 
 

Рис. 2. Траектория движения платформы  

по кругу диаметром 3 м в помещении 
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Рис. 3. Углы рыскания при движении платформы по кругу диаметром 3 м в помещении 

 
Угол рыскания платформы для обоих при-

боров практически одинаков на начальном уча-

стке траектории (рис. 3), с течением времени 

различия нарастают, и после 10 оборотов раз-

ница в фазе составляет около 1 с. При этом для 

обоих приборов угол рыскания достигает зна-

чения π в момент максимального значения про-

изводной координаты X по времени, что соот-

ветствует кинематике движения (рис. 4). Если, 

как было установлено, лидар точнее измеряет 

координаты платформы, то угол рыскания, из-

меренный лидаром, также можно считать более 

точным. 

 

 
Рис. 4. Углы рыскания при движении платформы  

по кругу диаметром 3 м в помещении после 9 оборотов 
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Вертикальная координата платформы изме-

ряется неточно в обоих случаях (рис. 5). Изме-

рения вертикальной координаты с помощью 

лидара, тем не менее, можно считать более дос-

товерными, поскольку они имеют нулевое ма-

тематическое ожидание. Размахи вертикальной 

координаты нарастают во времени и для лида-

ра, и для ZED-камеры. 

 

 

 
 

Рис. 5. Вертикальная координата платформы  

при движении по кругу диаметром 3 м в помещении 

 

 

 
Рис. 6. Траектория движения платформы по прямой длиной 20 м  

в коридоре шириной 2 м 

 

 

Движение платформы по прямой линии в 

узком коридоре также показывает более высо-

кую точность измерения координат лидаром 

(по точке замыкания) (рис. 6). 
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Рис. 7. Траектория движения платформы по кругу радиусом 20 м  

на открытой территории 

 

Для оценки влияния окружающих условий 

на определение координат и ориентации плат-

формы были выполнены экспериментальные 

заезды по кругу большого радиуса – 20 м – на 

открытой территории (рис. 7). В этом случае 

различия между данными лидара и ZED-ка-

меры весьма велики – почти двукратные. По 

величине отклонения замыкания данные лидара 

точнее. 

 

 
Рис. 8. Углы рыскания при движения платформы по кругу диаметром 40 м  

на открытой территории 

 

Углы рыскания платформы при движении 

на открытой территории лидаром также опре-

деляются точнее (рис. 8). Для лидара угол рыс-

кания достигает значения π в момент макси-

мальной скорости по соответствующей коор-

динате; для ZED-камеры имеет место некоторое 

смещение. 

Углы крена платформы при движении на 

открытой территории имеет тенденцию к на-

растанию (рис. 9). Можно считать, что данные 

лидара точнее, поскольку экстремальные зна-

чения меньше, чем для ZED-камеры. 

Для оценки точности работы алгоритма 

SLAM в реальных условиях было осуществлено 

движение платформы по сложной траектории  

в помещении (рис. 10). В ходе эксперимента 

платформа управлялась вручную оператором. 

Было осуществлено движение по следующей 
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траектории: движение в узком коридоре, заезд 

в комнату, движение по периметру комнаты, 

возврат в коридор, разворот, возврат в комнату 

и так далее.  

 

 
Рис. 9. Углы крена при движении платформы по кругу диаметром 40 м  

на открытой территории 

 
По графикам движения, определенным  

с помощью лидара и ZED-камеры, видно, что 

SLAM с лидара сохранял правильное определе-

ние положения и углов при каждом заезде  

в комнату, в то время как SLAM с использова-

нием ZED-камеры накапливал существенную 

ошибку определения угла поворота по рыска-

нию. 

 

 
Рис. 10. Движение платформы в помещении по сложной траектории 
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По результатам работы можно сделать вы-

вод, что параметры траектории, получаемые 

лидаром, точнее, чем от ZED-камеры. Основ-

ной проблемой алгоритма SLAM от ZED явля-

ются значительные ошибки в определении угла 

поворота по рысканию, в результате чего, после 

нескольких поворотов, происходит существен-

ное отклонение определяемой траектории от 

реальной. Управление от ZED-камеры имеет то 

преимущество, что данные с нее поступают  

с большей частотой. 
 

Заключение 
 

В результате проведенного эксперимен-

тального анализа можно предложить методы 

улучшения получаемых данных. Целесообразно 

корректировать данные ZED-камеры по коор-

динатам с учетом данных лидара. Это может 

быть реализовано, например, с помощью диф-

ференциального звена первого порядка, на вход 

которого подается разница в данных между ли-

даром и ZED-камерой. Коррекция данных ZED-

камеры может быть осуществлена с использо-

ванием данных по углу рыскания, в частности, 

преобразованием пути платформы вдоль траек-

тории движения. 

 
БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК 

 
1. Программно-аппаратный комплекс для создания и 

исследования систем управления локомоцией и автоном-

ным движением мобильных роботов / А. С. Горобцов,  

А. Е. Марков, П. С. Тарасов, А. В. Скориков, А. В. Диан-

ский, Д. А. Степаненко // Известия ВолгГТУ : научный 

журнал № 9 (256) / ВолгГТУ. – Волгоград, 2021. – (Серия 

«Роботы, мехатроника и робототехнические системы»). – 

C. 21–25. 

2. Zhang, J. LOAM: Lidar Odometry and Mapping in 

Real-time / Ji Zhang, Sanjiv Singh // Robotics: Science and 

Systems Conference, July 12–16, 2014. – 2014. 

3. Mur-Artal, R. ORB-SLAM2: an Open-Source SLAM 

System for Monocular, Stereo and RGB-D Cameras / Raul 

Mur-Artal, Juan D. Tard // CoRR. – 2016. – Vol. 33, issue. 5. – 

P. 1255–1262.  

4. Engel, J. LSD-SLAM: Large-Scale Direct Monocular 

SLAM / J. Engel, S. Schöps, D. Cremers // Lecture Notes in 

Computer Science, 2014. – Vol. 8690. 

5. Labbe, M. Online Global Loop Closure Detection for 

Large-Scale Multi-Session Graph-Based SLAM / M. Labbe, 

F. Michaud // Proceedings of the IEEE/RSJ International Con-

ference on Intelligent Robots and Systems, 2014. – P. 2661–

2666. 

6. Visual Odometry / SLAM Evaluation 2012 [Элек-

тронный ресурс]. – Режим доступа : http://www.cvlibs.net/ 

datasets/kitti/eval_odometry.php (дата обращения 14.10.2018). 

7. Geiger, A. Are we ready for Autonomous Driving? The 

KITTI Vision Benchmark Suite / A. Geiger, P. Lenz, R. Urta-

sun // Conference on Computer Vision and Pattern Recogni-

tion (CVPR), 2013. 

8. Autonomous Car Driving Platform | NVidia Drive 

APX [Электронный ресурс]. – Режим доступа : https:// 

www.nvidia.com/en-us/self-driving-cars/drive-platform/ (дата 

обращения: 14.10.2018). 

9. Meet the ZED StereoCamera [Электронный ресурс]. – 

Режим доступа : https://www.stereolabs.com/zed/ (дата об-

ращения: 14.10.2018). 

10. Dagu Wild Thumper 6WDAll-Terrain Chassis [Элек-

тронный ресурс]. – Режим доступа : https://www. 

pololu.com/product/1561 (дата обращения: 14.10.2018). 

11. Решения NVidia Jetson для разработки встраивае-

мых систем [Электронный ресурс]. – Режим доступа : 

https://www.nvidia.com/ru-ru/autonomous-machines/embed-

ded-systems-dev-kits-modules/ (дата обращения 14.10.2018). 

12. Dual VNH3SP30 Motor Driver Carrier MD03A 

[Электронный ресурс]. – Режим доступа : https:// 

www.pololu.com/product/707 (дата обращения: 14.10.2018). 

13. Larson, R. Precalculus / R. Larson. – Brooks/Cole/ 

Cengage Learning, 2007. – 452 p. 

14. Jetson_car [Электронный ресурс]. – Режим доступа : 

https://github.com/Garrus007/jetson_car (дата обращения: 

30.06.2022). 

15.. Системы машинного зрения мобильных роботов / 

В. А. Беликов, В. В. Жога, В. Н. Скакунов, С. Е. Терехов, 

И. В. Шаманов // Известия ВолгГТУ : межвуз. сб. науч. ст. 

№ 25 (152) / ВолгГТУ. – Волгоград, 2014. – (Серия «Акту-

альные проблемы управления, вычислительной техники и 

информатики в технических системах»). – C. 184–190. 

16. A Driver Modeling Based on the Preview-Follower 

Theory and the Jerky Dynamic / Jianyong Cao [et al.] // Math-

ematical Problems in Engineering. – 2013. – P. 1–10.  

17. LeGO-LOAM: Lightweight and Ground-Optimized 

Lidar Odometry and Mapping on Variable Terrain / Shan [et 

al.] // IEEE/RSJ International Conference on Intelligent Ro-

bots and Systems (IROS), 2018. – P. 4758–4765. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://www.nvidia.com/ru-ru/autonomous-machines/embedded-systems-dev-kits-modules/
https://www.nvidia.com/ru-ru/autonomous-machines/embedded-systems-dev-kits-modules/
https://www.pololu.com/product/707
https://www.pololu.com/product/707
https://github.com/Garrus007/jetson_car


ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

56 

УДК 531.8 

DOI 10.35211/1990-5297-2022-9-268-56-62 

 

Е. А. Марчук
1
, Я. В. Калинин

1
, М. А. Иванов

1
, А. В. Малолетов

1, 2 

 

О ВЫБОРЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ВИСЯЧИХ ЭЛЕМЕНТОВ  

ПРИ ПРОЕКТИРОВАНИИ КРУПНОГАБАРИТНОГО ПАРАЛЛЕЛЬНОГО  

ТРОСОВОГО РОБОТА* 
 

1 
Университет Иннополис 

2 
Волгоградский государственный технический университет 

 

e.marchuk@innopolis.ru 
 

В статье описывается обоснование выбора математических моделей для висячих элементов крупногаба-

ритных тросовых роботов. Выбор моделей основывается на механических свойствах элементов в конкрет-

ных условиях эксплуатации. Также учитывается концепция системы автоматического управления роботом. 
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Введение 

 

Параллельные тросовые роботы являются 

относительно новым направлением в промыш-

ленной робототехнике. Первые образцы парал-

лельных тросовых роботов, пригодные к прак-

тическому использованию, появились в конце 

80-х гг. XX века и представляли собой платфор-

мы Стюарта, стабилизирующие подъемные кра-

ны морских платформ [1, 2]. В течение 90-х гг. 

XX века происходило интенсивное развитие 

направления тросовых роботов; большинство 

научных статей, впервые освещавших основ-

ные проблемы тросовых роботов, относится  

к этому периоду [3, 4]. Начиная с первого деся-

тилетия XXI века, тросовые роботы широко ис-

пользуются в специфических областях приме-

нения – там, где необходимо перемещение объ-

ектов в рабочем пространстве большого объема 

[5, 6]. Так, до начала массового использования 

квадрокоптеров, при видеосъемке стадионов 

использовались камеры, перемещающиеся на 

тросовых системах. Другой областью примене-

ния тросовых роботов является складская дея-

тельность, а именно перемещение грузов на 

больших площадях. В настоящее время наибо-

лее перспективной областью использования 

тросовых роботов видится монолитное строи-

тельство методом 3D-печати с использованием 

экструдера в качестве рабочего инструмента 

тросового робота [7].  

С другой стороны, тросовые механизмы, 

такие как лебедки и подъемные краны, были 

хорошо известны еще в античном мире [8]. 

Тросовая система параллельного тросового ро-

бота, по сути, представляет собой несколько 

синхронизированных подъемных механизмов. 

Таким образом, традиционные корейские и ки-

тайские подъемные краны, сохранившиеся до 

наших дней и упоминающиеся в письменных 

источниках начиная с XVII в., отличаются от 

современных тросовых роботов лишь тем, что 

приводились они в движение мускульной силой 

людей, и синхронизация движителей осуществ-

лялась под управлением человека [9]. 
_________________________ 
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Тросовые системы обладают специфиче-

скими свойствами: тросы способны к провиса-

нию, а с точки зрения механики тросы являют-

ся односторонними связями. При проектирова-

нии тросовых систем следует учитывать гео-

метрическую и структурную нелинейность 

тросов. Как правило, в математическом описа-

нии тросов при инженерном проектировании 

объектов используется теория тяжелой гибкой 

нити. Однако, при условии сильного натяже-

ния и малой массы тросов, в математической 

модели тросовых роботов может приниматься 

допущение об исключении геометрической 

нелинейности тросов, и, таким образом, тросы 

считаются растяжимыми стержнями [10]. По-

мимо тросов в конструкцию тросового робота 

могут входить, например, подающие шланги. 

Шланги, как правило, сильно провисают, и по-

этому могут быть смоделированы как тяжелые 

гибкие нити [11]. Конечно-элементные модели 

шлангов и тросов, а также сложные полуэмпи-

рические модели витых стальных канатов  

в контексте настоящей работы не рассматри-

ваются [12, 13]. 

Далее производится обоснование выбора 

математических моделей для тросов и подаю-

щего шланга на примере строительного ком-

плекса на базе крупногабаритного параллель-

ного тросового робота (рис. 1). 
 

Моделирование тросов  

параллельного тросового робота 
 

Наиболее часто в научной литературе при-

водятся рекомендации по проектированию па-

раллельных тросовых роботов исходя из пред-

положения о том, что тросы натянуты сильно  

и не провисают [5, 6]. Данное предположение 

исключает геометрическую нелинейность тро-

сов из математической модели. Обозначенный 

подход удобен при построении математической 

модели робота, поскольку делает возможным 

использование общеизвестных методов линей-

ной алгебры. В векторном представлении ки-

нематика тросовой системы приобретает вид: 

, i i il = a Rb r                        1) 

где il  – вектор, соединяющий точку схода i-го 

троса с направляющего ролика с точкой креп-

ления троса к рабочему инструменту робота; 

ia – вектор, соединяющий начало неподвижной 

системы координат с точкой схода i-го троса  

с направляющего ролика; R  – матрица пово-

рота; ib  – вектор, соединяющий начало под-

вижной системы координат с точкой крепления 

троса к рабочему инструменту робота; r  – ра-

диус-вектор, соединяющий начало неподвиж-

ной системы координат с началом подвижной 

системы координат. 

Матрица Якоби используется для перевода 

скоростей из пространства приводов в про-

странство рабочего инструмента робота. Для 

параллельного восьмитросового робота матри-

ца приобретает вид: 

.
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          (2) 

Также матрица (2) удобна для перевода сил 

и моментов между обозначенными выше  

пространствами. Динамика параллельного тро-

сового робота в таком случае описывается мат-

ричной формой уравнения движения твер- 

дого тела: 

,c p   Mq Dq g = w Jf             (3) 

где q  – вектор обобщенных координат; M  – 

матрица масс; D  – матрица затухания; 
cg  – 

фактор воздействия центростремительной и ко-

риолисовой сил; pw  – динамический винт 

внешних сил; J  – матрица Якоби; f  – вектор 

сил натяжений в тросах. 

С учетом конструктивной нелинейности 

тросов, сила натяжения каждого i-го троса  

выражается с использованием функции акти-

вации: 

 

* 1
,

1
b l a

f f
e
  

 


                 

 (4) 

где сила 
*f  находится в соответствии с моде-

лью Фойгта: 

*

0 0

η ;
l l

f ES S
l l

 
                   (5) 

здесь E  – модуль Юнга материала троса; S  – 

площадь поперечного сечения троса; η  – дина-

мическая вязкость материала троса; 
0l  – длина 

троса в недеформированном состоянии; l  – 

величина деформации троса. 

Уравнение (3) представляет собой обыкно-

венное дифференциальное уравнение и легко 

решается с использованием численных методов 

(например, Рунге – Кутты). 
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Рис. 1. Модель разрабатываемого строительного роботизированного комплекса  

Университета Иннополис 

 

Следует отметить, что несмотря на просто-

ту и удобство использования векторного пред-

ставления, данное допущение неадекватно 

свойствам реальных тросов. При использова-

нии тросов из высокомолекулярного полипро-

пилена Dayneema удельный вес тросов весьма 

мал, однако, даже в таком случае, при сильном 

натяжении форма троса соответствует цепной 

линии с малой стрелой провисания, но не явля-

ется прямой линией. Впрочем, на практике ме-

тод показывает хорошие результаты по точно-

сти соответствия фактических значений рас-

четным для полноприводных параллельных 

тросовых роботов, а также параллельных тро-

совых роботов с избыточным числом степеней 

свободы. Отклонения в позиционировании  

и ориентации рабочего инструмента, обуслов-

ленные неточностями математической модели, 

компенсируются системой автоматического 

управления с обратной связью [14]. 

Для обеспечения эффективного автомати-

ческого управления без обратной связи матема-

тическая модель тросовой системы должна 

быть составлена таким образом, чтобы как 

можно точнее передавать деформации реаль-

ных тросов. В данном случае составляется сис-

тема уравнений статического равновесия тро-

совой системы с представлением провисающих 

тросов как тяжелых гибких нитей. Математиче-

ское моделирование цепной линии тяжелой 

гибкой нити рассматривается подробно в сле-

дующем разделе настоящего исследования. По-

лученная система решается численными мето-

дами с интегрированием в граничных условиях. 

Метод более адекватен свойствам реальных 

тросов, однако обладает большой вычисли-

тельной сложностью в силу необходимости 

решения системы трансцендентных уравнений 

для нахождения параметров цепной линии ка-

ждого троса и последующего численного ин-

тегрирования системы дифференциальных 

уравнений с граничными условиями на каждом 

шаге перемещения рабочего инструмента робо-

та. Метод актуален в случаях, когда сила натя-

жения тросов невелика (например, при не-

большой массе полезной нагрузки), а также для 

неполноприводных параллельных тросовых 

роботов. Описание метода приводится, напри-

мер, в работе [15]. 

В рассматриваемой в настоящей статье  

модели строительного комплекса на базе круп-

ногабаритного параллельного тросового ро-

бота предполагается использование математи-

ческой модели с непровисающими тросами  

и автоматической системы управления с обрат-

ной связью. 
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Моделирование подающего шланга 
 

В процессе проектирования аппаратов 

крупномасштабной послойной печати в качест-

ве основы принтера могут использоваться раз-

личные типы промышленных роботов: манипу-

ляторы, портального типа, тросовые роботы  

и др. Также могут использоваться различные 

способы подачи печатного материала к блоку 

экструзии: сухие строительные смеси, мокрые 

строительные смеси и другие материалы. 

Предполагается, что печатная головка переме-

щается плавно и относительно медленно.  

В случае подачи строительных смесей, особен-

но мокрых, удельная масса шланга становится 

значительной и элементы конструкции принте-

ра требуют дополнительных расчетов на проч-

ность. Предполагается, что форма провисаю-

щего шланга соответствует форме цепной ли-

нии, а однородная смесь подается равномерно  

и без пульсаций. Ставится задача определения 

реакций в точках крепления шланга к экструде-

ру и к несущей конструкции при квазистатиче-

ском нагружении элементов крупногабаритно-

го принтера. Задача является особенно акту-

альной для тросовых роботов по причине чув-

ствительности тросовой системы к внешним 

воздействиям. 

Задачи моделирования шлангов технологи-

ческого оборудования приводятся в [11]. В на-

стоящей работе рассматривается плоская задача 

цепной линии с ограничением на параметры 

стрелы провисания. Теория тяжелой гибкой ни-

ти, представленной как цепная линия, приво-

дится в [16]. В декартовой системе координат 

цепная линия точно описывается уравнением 

   

cosh ,
x

y a
a

                           (6) 

где x  – расстояние от вершины функции, рас-

положенной в начале системы координат, свя-

занной с цепной линией, до горизонтальной 

проекции точки, принадлежащей цепной ли-

нии; a  – особый параметр цепной линии. 

Ограничение на конфигурацию цепной ли-

нии задается следующим образом: при натяже-

нии шланга так, что оба его конца находятся на 

одной ветви гиперболического косинуса,  

в большинстве практических случаев сила на-

тяжения шланга будет большой; при натяжении 

шланга так, что его концы находятся на разных 

ветвях гиперболического косинуса, в большин-

стве практических случаев сила натяжения 

шланга будет меньше; обе конфигурации при-

водятся на рис. 2. Для рассматриваемого случая 

выбирается второй вариант конфигурации.  

 

 
Рис. 2. Конфигурации цепной линии подающего шланга экструдера 

 
Дополнительное ограничение на стрелу про-

висания для аппарата крупномасштабной по-

слойной печати задается исходя из условия: низ-

шая точка шланга не может находиться ниже со-

пла экструдера, поскольку в противном случае 

шланг будет сталкиваться с объектом печати.  
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Здесь может быть поставлена задача опти-
мизации в различных формулировках: миними-
зация горизонтальной или вертикальной со-
ставляющей силы натяжения, либо по иным 
критериям. Сила натяжения в любой точке 
цепной линии находится как 

cosh ,
x

T qa
a

                      (7) 

где q  – удельный вес элемента цепной линии. 

Следует заметить, что горизонтальная со-
ставляющая силы натяжения в любой точке 
цепной линии постоянна и равна 

HT qa                             (8) 

Таким образом, с учетом (7) и (8), силы на-

тяжения на концах шланга могут быть опреде-

лены и разложены на вертикальную и горизон-

тальную составляющую при известном значе-

нии параметра a .  

Для нахождения параметра a необходимо 

решить систему из двух трансцендентных 

уравнений [17]: 

δ 1 δ δ
cosh 1

,
δ 1 δ δ

cosh 1

l l

a f h a a

l

a f a a

   
   

  

        

       (9) 

где δ  – расстояние между горизонтальными 

проекциями вершины цепной линии и одной из 

точек закрепления; l  – расстояние между гори-

зонтальными проекциями точек закрепления;  

h  – разность высот точек закрепления концов 

нити; f – стрела провисания. 

С учетом обозначенных выше ограничений, 

система (9) может быть представлена как 

1

1

δ
cosh 1 0

.
δ

cosh 1 0

f h l

a a

f

a a





   
   

  


       

          (10) 

В таком виде (10) исключаются решения 

для случаев δl , противоречащих заданному 

ограничению на конфигурацию шланга, а также 

f h , противоречащих физическому смыслу. 

Полученная система (10) решается численными 

методами относительно δ  и a . 
 

Численное моделирование 
 

Численный эксперимент проводится сле-

дующим образом:  

1) задаются параметры основной системы 

тросового робота;  

2) задаются ограничения на конфигурацию 

шланга (параметры цепной линии);  

3) задаются координаты концов шланга 

(подвижного и неподвижного) в начальный 

момент времени; 
  

 
Рис. 3. Силы на концах шланга при размещении концов шланга на разных ветвях цепной линии  

(ограничения на конфигурацию и на стрелу провисания f = h + 0.8 м) 
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4) задается закон движения для материаль-

ной точки (точка крепления подвижного конца 

шланга к экструдеру);  

5) определяются реакции в точках крепле-

ния шланга с учетом заданных ограничений; 

6) определяются силы натяжения тросов; 

7) по результатам численного эксперимента 

делаются выводы с учетом заданной конфигу-

рации тросовой системы. 

Результаты проведенного численного экс-

перимента представлены на рис. 3, 4. Расчеты 

произведены для рабочей площадки размерами 

20×20 м; верхний конец шланга расположен на 

высоте 15 м над серединой одной из сторон 

площадки; нижний конец шланга совпадает  

с материальной точкой, движущейся по цилин-

дрической винтовой траектории радиусом 8 м  

с осью в середине площадки и поднимающейся 

с высоты 1 м на высоту 8 м за один полный 

оборот; удельный вес шланга 25 Н/м. 

 

 
Рис. 4. Силы в точках схода тросов с направляющих роликов, расположенных  

на несущих башнях с учетом воздействия подающего шланга 

 
Выводы 

 

В настоящем исследовании рассмотрены 

случаи для двух типов математических моделей 

висячих элементов тросового роботизирован-

ного комплекса. В моделировании крупногаба-

ритного параллельного тросового робота с ли-

нейными размерами рабочего пространства  

в десятки метров становятся значительными 

эффекты от деформации конструкционных ма-

териалов. В настоящей работе в численную мо-

дель робота включено условие деформируемых 

башен через модель Эйлера – Бернулли, однако 

внимание на деформации несущих башен не 

акцентируется, поскольку вопрос деформаций 

элементов конструкции робота подробно рас-

сматривается авторами в работе [18]. В данном 

исследовании также не затрагивается вопрос 

компенсации отклонений, рассмотренный авто-

рами в работе [14]. Результатом настоящей ра-

боты является численное моделирование па-

раллельного тросового робота с подающим 

шлангом, позволяющее оценить нагрузки на 

элементы конструкции робота, созданные на-

тяжением его висячих элементов. Оцениваются 

динамические нагрузки на несущие башни  

в точках схода тросов, также производится 

оценка квазистатической нагрузки на точку 

крепления шланга к экструдеру и на точку схо-

да шланга с дополнительной башни.  
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Введение 
 

В настоящее время существует множество 

интерфейсов для взаимодействия с роботами в 

процессах программирования и супервизорного 

управления, однако понятная и естественная 

связь  между  людьми и роботами по-прежнему 
_________________________ 
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остается серьезной проблемой [1]. Помимо 

улучшения классических интерфейсов ведутся 

исследования по разработке новых типов ин-

терфейсов (в частности, на основе дополненной 

и виртуальной реальности [2–4]), которые в ря-

де аспектов превосходят классические интер-

фейсы. Вместе с тем, в отличие от них, идет 

развитие интерфейсов смешанной реальности, 

как технологически нового вида цифровой ре-

альности [5], в котором физические и вирту-

альные объекты воспринимаются органами 

чувств человека как объекты единого про-

странства [6–8]. Смешанная реальность реали-

зует гибкое сплетение цифрового и реального 

мира и позволяет элементам в одном мире реа-

гировать непосредственно на то, что происхо-

дит в другом.  
 

Взаимодействие человек-робот 
 

Одной из актуальных проблем является то, 

что взаимодействие с большинством современ-

ных роботов строится таким образом, что спер-

ва оператор устанавливает задачу роботу через 

интерфейс человек-компьютер, а затем взаимо-

действует с ним через физический интерфейс. 

Такая модель взаимодействия при постановке 

задач не учитывает физическую природу робо-

тов, оператор при постановке задачи должен 

учитывать габариты робота и физическую тра-

екторию движения в пространстве выполнения 

задачи. Интерфейс постановки задачи может 

быть реализован на пульте робота или на выде-

ленном дисплее персонального компьютера, но 

через 2Д-дисплей нельзя достичь пространст-

венного восприятия человеком поставленной за-

дачи. Это приводит к ошибкам при постановке 

задачи и проблемам с безопасностью при испол-

нении задачи, так как у человека нет наглядной 

информации о том, как и куда поедет робот. 

Для решения этой проблемы применяют ин-

терфейсы дополненной реальности, которые по-

зволяют через 2Д-экран произвести наложение 

цифровой модели робота на изображение реаль-

ного мира. Визуализация траектории и воспро-

изведение симуляции в дополненной реальности 

требует просмотра с разных ракурсов для полу-

чения пространственного восприятия человеком. 

Помимо этого, через интерфейс дополненной 

реальности нельзя реализовать физическое 

взаимодействие между роботом и человеком. 
Более эффективным является использова-

ние смешанной реальности для организации 

взаимодействия между человеком и роботом. 

Смешанная реальность основана на том, что 

реальные и виртуальные объекты существуют  

в едином 3Д-пространстве и одинаковы для 

восприятия человека, и он может взаимодейст-

вовать с этими объектами. Важно отметить, что 

для погружения в смешанную реальность ис-

пользуются стереоочки, которые позволяют ви-

зуализировать 3Д-виртуальные объекты с про-

странственным ощущением для человека. 
 

 
 

Рис. 1. Модель взаимодействия человек-робот  

через интерфейс смешанной реальности 

 
Модель взаимодействия на основе интер-

фейса смешанной реальности показана на рис. 1. 

Смешанная реальность позволяет оператору 

устанавливать задачу роботу в виде 3Д-голо-

грамм в физическом пространстве робота, тем 

самым человек имеет явное представление  

о результате задачи, поставленной роботу. При 

этом смешанная реальность позволяет визуали-

зировать траекторию движения робота в про-

странственном виде; в таком случае оператору 

не нужно иметь специальные знания для про-

гнозирования движения робота, это все ему на-

глядно видно. Данная модель взаимодействия 

поможет уменьшить количество ошибок при 

постановке задачи и повысить безопасность 

при ее выполнении. Возможности новой моде-

ли взаимодействия объясняются тем, что любое 

действие робота имеет конечный физический 

результат, соответственно, это физическое пред-

ставление результата можно отобразить в виде 

виртуальной 3Д-модели. 
 

Постановка задачи 
 

Решается задача разработки системы взаи-

модействия человек-робот в рамках процессов 

программирования промышленных роботов и су-

первизорного управления сервисными робота-
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ми на основе смешанной реальности. Другие 

сценарии взаимодействия человека и робота не 

учитываются. Особенностью решаемой задачи 

является применение очков смешанной реаль-

ности в качестве основного устройства. 
 

Программная архитектура системы  
взаимодействия человек-робот  

на основе смешанной реальности 
 

Для решения задачи предложена архитекту-

ра модели системы, которая описана в виде 

блок-схемы на рис. 2. Она делится на три ос-

новные части: устройство смешанной реально-

сти, система трансформаций и роботы. Блоки 

управления промышленными или сервисными 

роботами являются абстрактными и могут иметь 

различную внутреннею архитектуру и реализа-

цию. Модуль устройства смешанной реально-

сти содержит основные программно-аппарат-

ные блоки для реализации системы. 

Интерфейс – пространственный графиче-

ский интерфейс, отвечающий за формирование 

команд и структурирование процесса взаимо-

действия. Блок принимает на вход данные  

о действиях человека. На выходе команды от-

правляются на блоки виртуальных роботов  

и планирования задач. 

  

 
Рис. 2. Архитектурная модель системы взаимодействия человек-робот на основе смешанной реальности 

 

Виртуальные роботы – цифровые двойники 

реальных роботов, с которыми происходит 

взаимодействие человека, повторяющие кине-

матическую структуру физических роботов. 

Они отвечают за визуализацию состояния ро-

бота, симуляцию движения в смешанной ре-

альности и взаимодействуют с пространствен-

ной картой. Виртуальные роботы имеют собст-

венные местоположения в среде смешанной ре-

альности. На вход виртуальные роботы прини-

мают положение их в пространстве смешанной 

реальности, это необходимо для установки го-

лограммы робота на место реального робота. 

Виртуальные роботы принимают на вход спла-

нированную траекторию движения и глобаль-

ный путь, для симуляции движения и визуали-
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зации ее пользователю. Это необходимо для ве-

рификации пользователем заданной программы 

через цифровой двойник робота. Помимо этого, 

виртуальный робот принимает информацию с 

сенсоров робота или другую информацию о его 

состоянии и визуализирует оператору через уст-

ройство смешанной реальности. Виртуальные 

роботы передают свое положение и ориентацию 

на блок планирования задачи. 

Пространственная карта – это виртуальное 

геометрическое представление окружающего 
пользователя мира. Это модуль, переносящий 

реальное окружение в цифровую среду. Ис-
пользуется для симуляции движения робота, 

планирования задачи роботу и определения по-

ложения баз роботов. Модуль построения про-
странственной карты – обязательный модуль 

устройства смешанной реальности, он позволя-
ет добавлять эффект окклюзии для цифровых 

объектов, то есть часть виртуальной модели 
робота может быть перегорожена физическим 

препятствием для восприятия пространствен-

ного положения человеком. Помимо этого, 
пространственная карта позволяет виртуаль-

ным роботам выполнять более корректную си-
муляцию движения с учетом геометрии рабоче-

го пространства, это дает возможность детек-

тировать столкновения. Также пространствен-
ная карта позволяет выполнять установку 

задачи роботу прямо на поверхность физиче-
ских объектов или путем анализа пространства 

построить кратчайший путь между двумя кон-
трольными точками для робота. Анализ про-

странственной карты в модуле «Система 

трансформаций» позволяет определить место-
положение робота относительно системы сме-

шанной реальности. 
Модуль отслеживания человека – модуль 

детектирования действий, положения кистей 

рук и головы человека. Может быть расширен 
дополнительными системами слежения (на-

пример, детектирование направления взгляда 
или жестов). Это позволяет построить мульти-

модальный интерфейс взаимодействия с 3Д-объ-
ектами в системе смешанной реальности. 

Планировщик задач – модуль, отвечающий 

за формирование задачи на исполнение роботу. 

Например, для робототехнического манипуля-

тора формирует и передает декартовый путь на 

движение инструмента робота. Основной мо-

дуль системы взаимодействия с роботами при-

нимает на вход команды из интерфейса и по-

ложение виртуального робота. Внутри содер-

жит информацию и модель постановки задачи 

для конкретного робота. В контексте взаимо-

действия с промышленными роботами форми-

рует набор команд робота на линейное пере-

мещение между заданными через интерфейс 

контрольными точками. Передает задачу на 

выполнение роботу с учетом определенного за-

ранее положения реального робота. 

Система трансформаций – модуль, содер-

жащий информацию о дереве трансформаций 

системы и алгоритмы для определения транс-

формации от системы координат смешанной 

реальности до роботов. Модуль модифицирует 

координаты задачи робота из системы коорди-

нат системы смешанной реальности в коорди-

наты системы управления робота. Основной 

модуль системы взаимодействия с роботами на 

вход принимает информацию о пространствен-

ной карте, на выходе отправляет положения ба-

зовых систем координат роботов относительно 

системы координат смешанной реальности.  

Контроллеры роботов обозначены в виде 

абстрактного набора блоков – к ним относятся 

блоки планирования траектории или блоки гло-

бального и локального планирования пути,  

в зависимости от модели робота. У роботов 

также есть аппаратные части, а именно – ис-

полнительные механизмы и датчики, которые 

отправляют данные виртуальным роботам. 
 

Алгоритм работы системы 
 

Работа системы подразумевает следующие 

этапы: 

1. Согласование систем координат всех ро-

ботов и устройства смешанной реальности. 

Происходит определение положения всех робо-

тов относительно системы координат смешан-

ной реальности. В результате все элементы мо-

гут работать в одном общем пространстве. 

2. Формирование задачи роботу через ин-

терфейс и модуль планирования задач.  

3. Выполнение роботом планирования тра-

ектории или глобального пути движения; эта 

информация отправляется на виртуальных ро-

ботов, которые визуализируют ее в смешанной 

реальности.  

4. Оценка человеком корректности понима-

ния роботом поставленной задачи. Если траек-

тория устраивает оператора, то отправляется 

команда на запуск физического робота, иначе 

возврат к шагу 2. 

5. Исполнение программы роботом и физи-

ческое взаимодействие с человеком. 

Предложенный алгоритм описан для сцена-

риев супервизорного управления сервисным 
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роботом и программирования промышленных 

роботов. Основное отличие этих двух сценариев 

в том, что в супервизорном управлении задача 

для робота меняется несколько раз на входе 

взаимодействия после ее выполнения роботом, а 

в программировании задается одна задача-

программа с продолжительным ее повторением, 

не меняющаяся в ходе взаимодействия. 
 

Заключение 
 

В статье предложена новая модель взаимо-

действия человека и робота на основе интер-

фейса смешанной реальности, которая приво-

дит к единому интерфейсу взаимодействия 

процесса постановки задачи и процесса взаи-

модействия с роботом во время выполнения за-

дачи. В соответствии с новой моделью предло-

жена новая архитектурная модель для про-

граммно-алгоритмической реализации системы 

взаимодействия робота и человека в сценариях 

программирования робота и супервизорного 

управления роботами. Предложенная система 

впервые позволит управлять через единый ин-

терфейс предметами реального мира (робота-

ми), используя иммерсионные технологии 

смешанной реальности. 
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Введение 
 

Перспективными движителями роботов-
понтонов для освоения океанического дна, бла-
годаря высоким показателям профильной про-
ходимости, являются шагающие движители 
различного конструктивного исполнения. Сре-
ди них конструктивной простотой и простотой 
системы управления выделяются якорно-
тросовые движители, установленные на роботе-
понтоне с небольшой положительной плавуче-
стью [1–4] и якорно-тросово-гусеничные дви-
жители, представляющие из себя симбиоз двух 
типов движителей – якорно-тросового и гусе-
ничного [5–8]. 

 

1. Описание кинематических схем  

и работы движителей 

1.1. Якорно-тросовый движитель 

Общий вид робота-понтона с якорно-тро-

совым движителем представлен на рис. 1, ки-
нематическая схема – на рис. 2. Якорно-тросо-
вый движитель работает следующим образом: 
движителем является якорь, двумя тросами 2, 3 
связанный с вращающимися в соответствии  
с определенными законами барабанами. Под 
якорем понимается массивное тело произволь-
ной формы, находящееся на дне. Якорь 1 заце-
пляется с грунтом 7 и соединяется с тяговым 
тросом 2 и несущим тросом 3, которые соеди-
нены с маховиками 4. В начале движения тяго-
вый трос 2 тянет за собой весь робот к якорю 1, 
пока трос 2 не займет вертикальное положение. 
После этого трос 2 начинает поднимать якорь 1 
и в определенный момент включается маховик 
с тросом 3, который переводит якорь 1 в исход-
ное положение, описывая траекторию 6. Таким 
образом, циклически происходит движение 
якорно-канатного движителя.  

 

 
 

Рис. 1. Общий вид и устройство платформы с якорно-тросовым движителем: 
1 – якорь (стопа); 2 – тросы; 3 – маховик; 4 – корпус с системой управления и системой машинного зрения 

 

 
Рис. 2. Кинематическая схема движения якорно-тросового движителя: 

1 – якорь; 2 – тянущий трос; 3 – переносящий трос; 4 – маховик; 5 – груз 
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1.2. Якорно-тросово-гусеничный  

движитель 

Якорно-тросово-гусеничный движитель для 

мобильной платформы 1 представлен на рис. 3. 

Движитель состоит из рамы 2 с попарно уста-

новленными на ней механизмами продольного 

перемещения 3, с помощью которых рама 2 

крепится к мобильной платформе 1, а также 

фиксируется в заданном положении относи-

тельно нее. По периметру рамы 2 расположены 

ролики 4, по которым движется гибкий цепной 

транспортер 5. Один из роликов 4 приводится  

в движение двигателем (не показан) и является 

ведущим. На транспортере 5 на тросах 6 рав-

номерно по всей длине транспортера подвеше-

ны якоря 7. 
 

 
 

Рис. 3. Якорно-гусенично-тросовый движитель: 
1 – мобильная платформа; 2 – рама; 3 – механизм перекоса;  

4 – ролик; 5 – транспортер; 6 – трос; 7 – якорь 

 

Перемещение происходит следующим об-

разом: с помощью механизмов продольного пе-

ремещения 3 рама 2 занимает положение с уг-

лом α относительно плоскости дна. Поворот на 

заданный угол относительно горизонта обеспе-

чивает различный клиренс между дном водоема 

и рамой. Транспортер 5 вращается по направ-

лению движения платформы 1; якоря 7, нахо-

дящиеся на звеньях транспортера 5, располо-

женных ближе ко дну, опущены на дно; длина 

тросов 6 фиксирована и остается неизменной, 

за счет этого вторая часть якорей 7, находя-

щихся на звеньях транспортера 5 дальше от 

дна, его не касается. За счет перемотки транс-

портера 5 якоря 7, находящиеся на разных 

звеньях транспортера, постепенно меняются 

своим положением, подтягивая платформу 1  

в сторону движения [5]. 
 

2. Постановка задачи 
 

Ставится задача разработки эксперимен-

тальных установок и методик проведения иссле-

дований с целью установления корреляции ре-

зультатов, полученных экспериментальным пу-

тем и методами имитационного моделирования.  
 

3. Описание экспериментальной установки 
 

В соответствии с поставленными задачами 

был разработан лабораторный прототип плат-

формы-понтона с положительной плавучестью, 

который позволяет производить реконфигура-

цию для использования и испытания двух ти-

пов движителей, предполагая незначительные 

конструктивные изменения и небольшое изме-

нение программного обеспечения при замене 

типа движителя. 

Лабораторная модель робота-понтона пред-

ставлена на рис. 4. 

 

 
 

Рис. 4. Реконфигурируемая лабораторная модель робота-понтона для двух типов движителей: 
1 – плата Arduino с микроконтроллером; 2 – драйвер для управления двигателями постоянного тока; 3 – модуль гироскопа;  

4 – аккумуляторная батарея; 5 – тумблер включения/выключения; 6 – двигатель постоянного тока; 7 – шкив; 8 – монтажная рама;  
9 – кабель на пульт управления 
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Стенд приводится в рабочее состояние пе-

реключением тумблера 5. На плате Arduino 1 

записана программа управления для предпоч-

тительного типа движителя, который будет 

применен для эксперимента. С пульта управле-

ния через кабель 9 поступает сигнал на плату 1, 

затем на драйверы 2 и далее уже на двигатели 

постоянного тока 6, которые приводят в дви-

жение шкивы 7. Вся установка расположена на 

монтажной раме 8, которая имеет положитель-

ную плавучесть. Питание всей установки про-

исходит от аккумулятора 4. После начала дви-

жения модуль гироскопа 3 передает данные на 

ЭВМ об ускорениях, скоростях и углах откло-

нения платформы-понтона. 
 

3.1. Экспериментальная установка  
с якорно-тросовым движителем 

 

3.1.1. Описание лабораторной установки  
с якорно-тросовым движителем 

 

Лабораторный стенд для проведения экспе-
риментальных исследований с якорно-тросо-
вым движителем представлен на рис. 5. На 
стенде расположены четыре модуля движителя 
с тросами и якорями.  

 

 

 
 

Рис. 5. Лабораторный стенд для испытаний робота-понтона с якорно-тросовым движителем: 
1 – искусственный водоем; 2 – шкала продольного перемещения; 3 – шкала поперечного перемещения; 4 – платформа-понтон; 5 – плата 

управления роботом-понтоном; 6 – модуль гироскопа и акселерометра; 7 – аккумуляторная батарея; 8 – модуль якорно-тросового 

движителя; 9 – трос; 10 – якорь; 11 – индикаторы-целеуказатели;  αn – угол отклонения троса от вертикальной оси;  ψ – угол отклонения 
платформы от горизонтальной оси (угол рыскания) 

 

 
В ходе эксперимента изменялись углы от-

клонения троса от вертикальной оси αn для ка-
ждого модуля; фиксировались характеристики 
походки при каждой конфигурации парамет-
ров, таких как угол отклонения, сила сопротив-
ления движению Q, скорость передвижения, 
симметричность расположения грузов. 

 

3.1.2. Методика проведения  

эксперимента 
 

Эксперимент проводился путем фото- и ви-

деофиксации движения установки с заранее  

известными параметрами. Для получения объ-

ективных данных видеокамеры были располо-

жены с двух сторон искусственного водоема, 

что позволяло фиксировать перемещения  

в продольном и поперечном направлениях. При 

проведении эксперимента на бортах водоема 

были заранее нанесены координатные сетки 

для отслеживания перемещений с помощью це-

леуказателей, расположенных на платформе-

понтоне. Далее, после покадровой обработки 

видеозаписей и данных, полученных с помо-

щью модуля гироскопа, данные были синхро-

низированы по времени и затем был проведен 

их анализ. 

Схема получения экспериментальных дан-

ных представлена на рис. 6. Вид сверху на рис. 6 

показан для наглядности. 
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Рис. 6. Схема проведения эксперимента для якорно-тросового движителя: 
x1, x2, y1, y2, z1, z2 – координаты целеуказателей; φ – угол дифферента; ψ – угол рыскания; l – расстояние между целеуказателями;  

l’ – расстояние между целеуказателями в горизонтальной проекции на ось z; l” – расстояние между целеуказателями  
в вертикальной проекции на ось y 

 
3.1.3. Обработка результатов  

эксперимента 
 

В табл. 1 представлены результаты серии 
экспериментов при одинаковом угле отклонения 
αn, что соответствует равномерному распределе-
нию, рассмотренному ранее [4]. Полученные 
графики соответствуют ранее рассмотренным 
теоретическим задачам. На рис. 7, а показан 
график изменения скорости, незначительные ко-
лебания в котором объясняются задержками при 
передаче сигнала внутри системы, что позволяет 
считать движение равномерным. На рис. 7, б по-
казаны изменения угла крена, незначительные 
отклонения которого также характеризуют 
платформу-понтон с якорно-тросовым движите-
лем, как способную к равномерному прямоли-
нейному движению. Изменения угла рыскания, 
показанные на рис. 7, в, также характеризуют 
движение, как приближенное к прямолинейному 
с колебаниями в околонулевой точке. 

Экспериментальные данные были рассчи-

таны по следующим формулам: 

1 2

'

y y

l


  ;     1 2

"

z z

l


  .                (1) 

Значения скорости v получены путем со-
поставления таймкода с видеозаписи и коорди-
наты заднего целеуказателя в каждый момент 
времени при движении. 

Таблица 1 
Результаты экспериментального исследования  

якорно-тросового движителя 
 

T, с v, м/с φ, град ψ, град 

0 0 0 0 

0,25 0,02 0 0,5 

0,5 0,041 0,01 1,3 

0,75 0,078 0,02 1,8 

1 0,1 -0,01 0,8 

1,25 0,093 0,03 0,12 

1,5 0,11 -0,01 -0,7 

1,75 0,09 0,02 -0,95 

2 0,11 -0,04 -1,4 

2,25 0,103 0,05 -1,1 

2,5 0,095 0,03 0,3 

2,75 0,1 -0,02 0,68 

3 0,102 -0,017 0,93 

3,25 0,104 0,02 2,03 

3,5 0,092 0,05 2 

3,75 0,098 0,08 1,2 

4 0,096 -0,04 0,3 

4,25 0,1 0,05 -0,65 

4,5 0,112 -0,04 -1,51 

4,75 0,98 0,03 -2,03 

5 0,1 -0,1 -2,9 
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Рис. 7. Экспериментальные данные: 
а – график изменения скорости; б – график изменения угла крена; в – график изменения угла рыскания 

 

 
3.2. Экспериментальная установка  

с якорно-тросово-гусеничным движителем 
 

3.2.1. Описание лабораторной модели  

с якорно-тросово-гусеничным движителем 
 

На рис. 8 представлен лабораторный стенд, 

сконфигурированный для испытаний якорно-

тросово-гусеничного движителя. Установлены 

гусеничные транспортеры с зафиксированными 

на них с помощью тросов якорями. В ходе экс-

перимента количество якорей, подвешенных на 

гусеницу, менялось; также фиксировались ха-

рактеристики движения робота-понтона при 

различной скорости и при симметричном и ас-

симетричном расположении точек закрепления 

якорей на гусеничном транспортере относи-

тельно длины робота-понтона. 
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Рис. 8. Лабораторный стенд для испытаний робота-понтона с якорно-тросово-гусеничным движителем: 
1 – корпус модели робота-понтона; 2 – гусеничный транспортер; 3 – ролик на валу ведущего двигателя; 4 – целеуказатель, предназначен-
ный для фиксации перемещения мобильной платформы; 5, 6 – координатные сетки на бортах искусственного водоема; 7 – якорь; 8 – трос 

 
3.2.2. Методика проведения эксперимента 

 

Исследование динамики движения робота-

понтона производилось методом видеосъемки  

с последующей покадровой обработкой на 

ЭВМ. Для получения видеозаписей с двух сто-

рон от искусственного водоема были установ-

лены камеры. На борта искусственного водоема 

напротив камер были нанесены координатные 

сетки, на которых на видеозаписи легко опре-

делялась проекция целеуказателей, располо-

женных на мобильной платформе на одной оси. 

Это позволяло во время движения робота-

понтона непрерывно фиксировать смещение 

платформы относительно неподвижных бортов 

искусственного водоема. Две видеокамеры ра-

ботали в режиме секундного отсчета времени, 

что при обработке позволило синхронизировать 

показания с различных ракурсов.  

Экспериментальные данные обрабатыва-

лись после оцифровки видеоизображения с за-

хватом отдельных кадров. Затем полученные 

данные анализировались. Схема лабораторной 

установки представлена на рис. 9. Вид сверху 

на рис. 9 показан для наглядности. 

 

 

Рис. 9. Схема лабораторной установки с якорно-тросово-гусенич-

ным движителем: x1, x2, y1, y2, z1, z2 – координаты целеуказателей; 

α – угол дифферента; β – угол крена; φ – угол рыскания 
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3.2.3. Обработка экспериментальных  

данных 
 

Полученные при проведении одного из экс-

периментов данные сведены в табл. 2, а также 

представлены на рис. 10. График на рис. 10, а 

отражает изменение скорости робота-понтона  

в течение эксперимента. На графике изменения 

дифферента (рис. 10, б ) видны волнообразные 

колебания угла α, что подтверждает расчетные 

данные [6, 7].  

На графике 10, в представлены изменения 

угла рыскания φ. Рисунок отражает рыскание 

мобильной платформы при симметричном рас-

положении точек подвеса якорей вдоль плат-

формы для левого и правого движителя, а так-

же для ассиметричного расположения точек 

подвеса, что позволяет сделать вывод о пред-

почтительности симметричного расположения 

точек закрепления подвесов якорей. Значения v, 

α, φсим и φасим получены с помощью формул 

аналогичными (1). 
 

Таблица 2 
Результаты одного из экспериментов 

 

t, с v, м/с α φсим φасим 

0 0 0 0 0 

0,25 0,03 -0,11 0,6 -1,1 

0,5 0,04 -0,16 1,2 -1,9 

0,75 0,07 -0,14 1,8 -2,9 

1 0,1 -0,17 0,9 -1,1 

1,25 0,09 0,14 0,1 0,25 

1,5 0,12 0,19 -0,5 1,3 

1,75 0,095 0,12 -0,95 2,6 

2 0,1 -0,09 -1,6 3,5 

2,25 0,105 -0,18 -1,1 3,6 

2,5 0,098 -0,16 0,2 2,7 

2,75 0,103 0,15 0,65 1,6 

3 0,1 0,17 0,97 -0,5 

3,25 0,104 0,16 2,21 -0,68 

3,5 0,097 0,13 2 -2,3 

3,75 0,098 0,08 1,2 -3,1 

4 0,096 -0,04 0,4 -4,3 

4,25 0,1 0,05 -0,6 -2,6 

4,5 0,11 0,04 -1,5 -1,1 

4,75 0,13 0,03 -2 -1,9 

5 0,1 -0,1 -2,9 -2,6 

 

 

 
а 
 

Рис. 10. Экспериментальные данные: 
а – график скорости; б – угол дифферента; в – углы рыскания 

(см. также с. 74) 
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Рис. 10. Окончание 

 
Выводы 

 

Робот-понтон как с якорно-тросовым, так  

и с якорно-тросово-гусеничным движителем 

способен к устойчивому поступательному дви-

жению, что подтверждает выведенные матема-

тические зависимости и расчеты. Разработан-

ная лабораторная установка позволяет испы-

тывать новые типы движителей и снимать  

необходимые характеристики. Предметом даль-

нейших исследований, выполненных на данной 

лабораторной установке, будет движение робо-

та-понтона по дну с неоднородным рельефом. 

Рассматривались случаи прямолинейного рав-

номерного движения, аналогично теорети-

ческим расчетам. Полученные результаты  

подтверждают полученные ранее расчетные 

данные. 
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Введение 
 

Известны различные способы формирования 

программных движений шагающих движителей 

в фазе переноса. Один из первых вариантов вы-

бора траектории движения опорной стопы ша-

гающего движителя был предложен Н. В. Умно-

вым; он состоял в организации строго верти-

кального ее перемещения на этапе отрыва от 

опорной поверхности на высоту, превышающую 

предполагаемое препятствие. В курсовом дви-

жении опора перемещается горизонтально, а при 

опускании до взаимодействия с опорной по-

верхностью траекторией также является верти-

кальный отрезок прямой (рис. 1) [1]. 

Такой вид траектории объясняется несо-

вершенством информационно-измерительной 

системы для идентификации возможных пре-

пятствий и необходимостью взаимодействия  

с опорной поверхностью стопы без ее про-

скальзывания на этой поверхности. Известны  

и другие методы построения движений стопы  

в фазе переноса: на основе минимума уровня 

тепловых потерь в приводных двигателях [2, 3, 

4] или минимума комплексного критерия, ха-

рактеризующего качество движения [5, 6], и др. 

Это приводит к дифференциальным уравнени-

ям четвертого порядка и требует задания четы-

рех начальных или граничных условий. Однако 
_________________________ 

© Смирная Л. Д., Брискин Е. С., 2022. 
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возможно и решение задачи на основе форми-
рования программной траектории в форме 
уравнения голономной связи [7, 8]. В данном 
случае обычно используют уравнения Лагран-
жа с неопределенными множителями. При этом 
используется принцип освобождаемости от 
связей [9] и гипотеза об их идеальности. Гипо-
тезу об идеальности можно и не применять,  
а использовать другие условия, накладываемые 
на реакции связей, обусловленных заданием 
программной траектории. Например, ввести 
определенные соотношения между усилиями, 
развиваемыми приводами, обеспечивающими 

задаваемое программное движение [10, 11]. 
 

Постановка задачи 
 

Рассматривается перемещение стопы дви-
жителя массы m в вертикальной плоскости при 
переносе в новое положение (рис. 1). 

На основании оценки профиля опорной по-
верхности информационно-измерительной сис-
темой задается программная траектория дви-
жения в форме уравнения голономной связи  

( ).y f x                              (1) 

Причем y = 0 при x = 0; x = L, где L – длина 
шага. 

 

 
Рис. 1. Расчетная схема преодоления препятствия шагающим движителем: 

1 – траектория по Н. В. Умнову; 2 – программная траектория; Rx, Ry – реакции связей; mg – вес стопы 
 

Реакции связей Rx, Ry формируются привода-
ми. Так, для шагающей машины «Ортоног» [12] 
(рис. 2) эти реакции непосредственно равны уси-
лиям, развиваемым приводами горизонтального  
и вертикального перемещения. Для роботов-пон-
тонов с якорно-тросовыми движителями (рис. 3) 
реакции определяются уравнениями [13] 

1 1 2 2

1 1 2 2

cos cos ,

sin sin ,

x

y

R T T

R T T

    


   
            (2) 

где T1, T2 – усилия натяжения тросов, развивае-
мые приводами движителей; α1, α2 – углы, обра-

зованные тросами с горизонтом и зависящие от 
положения стопы (якоря) в соответствии с (1). 

Задается соотношение между реакциями 

( ) ,y xR x R                         (3) 

где ρ(x) – задаваемая функция, допускающая 

последующее изменение в зависимости от ре-

зультатов анализа полученного решения. 

Ставится задача составления уравнений 

движения стопы как материальной точки, по-

лучения решения и рекомендаций по выбору 

функции ρ = ρ(x). 
 

            
 

Рис. 2. Шагающая машина «Ортоног». Преодоление препятствия на полевых испытаниях 
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Рис. 3. Мобильная подводная платформа с якорно-тросовыми движителями: 
1 – якорь; 2 – трос; 3 – управляемые маховики; 4 – траектория переноса якоря 

 
Метод решения 

 

Метод решения основан на применении 

уравнений динамики, составляемых для мате-

риальной точки; принципа освобождаемости от 

связи (1) и учете соотношения между реакция-

ми связи (3)  

.
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                      (4) 

Совместное решение системы уравнений (4) 

позволяет получить дифференциальное уравне-

ние движения стопы вдоль оси Ox: 

2
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.                    (5) 

Дифференциальное уравнение (5) следует 

решать, задаваясь граничным условиями. При 

t = 0 x = 0; при t = τ x = L, где τ – время одного 

шага. Решение уравнения (5) позволяет опреде-

лить и реакции Rx, Ry, которые для ортогональ-

ного движителя являются непосредственно 

усилиями, развиваемыми приводами курсового 

движения и адаптации. Для якорно-тросовых 

движителей (рис. 3) усилия в тросах T1, T2, раз-

виваемых приводами  
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                          (6) 

 

Исследование устойчивости  

программного движения 
 

Задача исследования устойчивости движе-

ния является одной из ключевых при разработ-

ке шагающих машин [14–16]. Для исследования 

устойчивости описываемого дифференциаль-

ным уравнением (5) xпр(t) составляются уравне-

ния в вариациях  

пр пр пр
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2
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2 3
2
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В общем случае дифференциальное уравне-
ние (7) – это линейное однородное уравнение 
второго порядка относительно вариаций δx  
с переменными коэффициентами. Это затруд-
няет получение аналитического решения. Од-
нако приближенную оценку устойчивости про-
граммного движения можно получить, заменяя 
функции времени их средними значениями. 

Для этого вводятся средние значения пере-
менных функций на интервале 0 < t < τ при из-
менении координаты 0 < x < L. Если уравнени-
ем связи является функция  

2 3( )y f x a bx cx dx     ,           (8) 

а скорость стопы в начале и конце переноса 

равна нулю, то 
 

2
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2 3
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2 3 ; 6 .

L f
x b cL dL

x

f f
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   (9) 

 

Тогда уравнение (7) допускает представле-

ние в форме дифференциального уравнения  

с постоянными коэффициентами:  
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                                (10) 

 

В соответствии с критериями Гурвица [17] 

движение будет устойчивым, если  
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            (11) 

В этом случае определяется одно, постоян-

ное соотношение ρср между усилиями Rx, Ry. 

Другой вариант исследования устойчивости 

программного движения состоит в задании 

конкретной зависимости 

пр пр ( )x x t .                        (12) 

Тогда уравнение (7) может быть приведено 

к форме 

( ) ( ) 0,x a t x b t x                      13) 
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(14) 

Анализ уравнения (13) с учетом (14) в зави-

симости от вида задаваемого программного 

движения стопы (12) и уравнения связи (1) со-

стоит в определении соотношения между уси-

лиями, развиваемыми приводами, реализую-

щими связь ρ = ρ(t). Если задаться границами 

измерения – функциями a = a(t) и b = b(t) 

( ) ,

( ) ,

a a t A

b b t B

 

 
                         (15) 

то достаточные условия устойчивости имеют 

вид [17, 18] 

4 (2 ),

.

b a a A a

B b a

   


 

               (16) 

Таким образом, для определения программ-

ного управления соотношением между усилия-

ми, развиваемыми приводами, следует опи-

раться на неравенства (15), (16).  
 

Выводы 
 

Предложен метод формирования уравнений 

движения переноса шагающих движителей  

в новое положение, опирающийся на задавае-

мую траекторию переноса и соотношение меж-

ду усилиями, развиваемыми приводами, обес-

печивающими устойчивость программного 

движения. 
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Введение 
 

Создание эффективных мобильных робото-

технических комплексов, предназначенных для 

проведения работ в труднодоступных или 

опасных для человека местах, по-прежнему ос-

тается актуальной и важной задачей современ-

ной робототехники. Особенность работ в таких 

условиях состоит в наличии неопределенности 

и существенной переменности внешней среды. 

В результате выполняемые рабочие операции 

являются достаточно сложными и трудно под-

дающимися полной автоматизации. Поэтому  

в таких системах обычно применяется полуав-

томатическое управление, когда человек-

оператор обеспечивает перемещение рабочего 

органа (РО) многостепенного манипулятора 

(ММ) с помощью некоторого задающего уст-

ройства (ЗУ), ориентируясь только по изобра-

жению рабочего пространства на экране теле-

монитора [1–3], получаемому с помощью сис-

тем технического зрения (СТЗ). Для эффектив-

ного наблюдения за рабочей зоной ММ часто 

требуется устанавливать сразу несколько СТЗ, 

имеющих различные, произвольно изменяемые 

во времени пространственные ориентации оп-

тических осей их видеокамер [4–6]. Для быст-

рого выполнения сложных работ требуется ис-

пользовать групповое управление несколькими 

МР, которое в настоящее время уже достаточно 

хорошо развито [7–10]. 

Однако при использовании СТЗ с подвиж-

ными видеокамерами, которые могут быть ус-

тановлены сразу на нескольких МР, оператору 

трудно обеспечивать качественное выполнение 

сложных технологических операций. Это свя-

зано с тем, что в процессе работы он должен 

постоянно учитывать текущее взаимное распо-

ложение ММ и ЗУ, ориентацию оптической оси 

СТЗ, а также пространственные ориентации 

всех МР по углам крена, тангажа и рыскания  

в абсолютной системе координат (АСК). Это 

снижает производительность и эффективность 

работы оператора. Кроме того, ЗУ в процессе 

выполнения операций может оказываться в не-

удобном для оператора положении, и его нуж-

но будет изменить.  

Таким образом, задача создания новых под-

ходов, методов и алгоритмов согласованного 

управления сразу несколькими МР для эффек-

тивного полуавтоматического выполнения точ-

ных операций в экстремальных рабочих усло-

виях остается актуальной.  

1. Постановка задачи 
 

В работе ставится и решается задача созда-

ния метода и системы полуавтоматического по-

зиционного телеуправления ММ, установлен-

ным на основном МР, с помощью специального 

ЗУ. При этом используемая система должна по-

зволять оператору работать даже с объектами, 

находящимися вне поля зрения СТЗ основного 

МР, за счет формирования изображения рабо-

чего пространства на телемониторе оператора  

с помощью СТЗ, устанавливаемой на другом – 

более маневренном МР. Эта СТЗ должна иметь 

возможность изменять пространственную ори-

ентацию оптической оси своей видеокамеры, 

вращаясь относительно двух взаимно перпен-

дикулярных осей. При этом синтезируемая сис-

тема телеуправления должна автоматически 

учитывать текущую пространственную ориен-

тацию этой оптической оси относительно МР,  

а также пространственные ориентации основа-

ний обоих МР по углам крена, тангажа и рыс-

кания в АСК, снижая психологическую нагруз-

ку на оператора, повышая производительность 

и точность выполняемых им операций.  
 

2. Описание системы полуавтоматического  

телеуправления ММ 
 

В качестве основного МР был использован 

робот KUKA youBot с всенаправленными коле-

сами. Установленный на нем манипулятор имел 

пять степеней подвижности и двухпальцевый 

РО (захват). В качестве ЗУ использовалось 

оборудование PHANTOM Omni (SensAble 

Technologies, Inc.) с кинематической схемой, 

имеющей шесть степеней подвижности и отли-

чающейся от кинематической схемы ММ. Од-

нако создаваемый метод телеуправления явля-

ется универсальным и может быть успешно 

применен для произвольных кинематических 

схем как ММ, так и ЗУ. 

Общий вид позиционной полуавтоматиче-

ской системы телеуправления показан на рис. 1. 

В процессе работы основного МР 1, оснащен-

ного ММ 2 с РО 3 и СТЗ 4, при его нахождении 

на неровной поверхности могут возникать си-

туации, когда СТЗ 4 не видит объект работ 5.  

В этом случае для наблюдения за объектом 5 

может быть использован вспомогательный, бо-

лее маневренный и, возможно, меньший по га-

баритам второй МР 6, оснащенный СТЗ 7. Этот 

малый МР может подходить к объекту 5 с удоб-

ного ракурса так, чтобы оператор на экране мо-

нитора 8 одновременно видел этот объект и РО 3 

манипулятора 2. 



ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

81 

 

 
 

Рис. 1. Система позиционного телеуправления ММ 

 
Оператор задает ориентацию и перемеще-

ние РО 3 в системе координат (СК) С1, ориен-

тируясь по изображению этого РО на экране 

телемонитора 8 в СК С3. Кинематическая схема 

ЗУ 9 может отличаться от кинематической схе-

мы ММ 2, но должна обеспечивать все его 

движения. Для формирования текущего поло-

жения РО 3 манипулятора 2 в СК С1 все коор-

динаты рукоятки ЗУ из СК С3 вначале перево-

дятся в СК С2, из нее с помощью навигацион-

ной системы 10, оборудованной гироскопами, – 

в АСК С0, и, наконец, с помощью навигацион-

ной системы 11, также оборудованной гиро-

скопами, – в СК С1. Для снижения психологи-

ческой нагрузки на оператора СК С3 и СК С4 

совмещаются. В результате реальное движение 

рукоятки ЗУ и движение изображения РО 3 на 

экране монитора воспринимаются оператором 

как движения в СК С3. При этом автоматически 

учитываются как текущие пространственные 

ориентации обоих МР в АСК С0, так и ориента-

ция СТЗ 7 в СК С2.  

Предлагаемая система телеуправления ММ 

может работать в двух чередующихся режимах 

[5, 6]: стабилизации (вспомогательном) и сле-

жения (рабочем). В режиме стабилизации ММ 

неподвижно фиксируется в пространстве, а опе-

ратор имеет возможность изменять конфигура-

цию ЗУ, а также ориентацию оптической оси 

СТЗ 7. В момент перехода к режиму слежения 

обеспечивается согласование текущего поло-

жения ММ с новым положением и ориентацией 

ЗУ. В дальнейшем при выполнении рабочих 

операций ММ исполняются любые движения, 

определяемые ЗУ, и поддерживается взаимная 

ориентация рукоятки ЗУ и изображения РО 

ММ на экране телемонитора 8 при любой ори-

ентации СТЗ 7.  

Для реализации рассмотренного способа те-

леуправления ММ был создан специальный ал-

горитм работы вычислительной системы, обес-

печивающей одновременное формирование за-

дающих воздействий на приводы всех степеней 

подвижности ММ, который описан ниже. 
 

3. Алгоритм работы предложенной системы те-

леуправления ММ 
 

При описании данного алгоритма исполь-

зуются матрицы однородных преобразований 
4 4i

jT T  , включающие элементарные повороты 

и сдвиги (эти матрицы преобразуют вектор, за-

данный в повернутой СК Сj, в вектор, заданный 

в неподвижной СК Сi [11]). 

Этап 1. На этом этапе выполняется реше-

ние прямой задачи кинематики для ММ и ЗУ, 

которая заключается в определении положения 

и ориентации РО ММ и ЗУ в пространстве  

с использованием текущих значений всех 

обобщенных координат. Для этого вначале со-

ответствующими датчиками, встроенными во 
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все степени подвижности ММ и ЗУ, измеряют-

ся указанные значения всех обобщенных коор-

динат q1- q11 (рис. 1). Затем, учитывая извест-

ные геометрические параметры (размеры и ки-

нематические схемы) ММ и ЗУ, рассчитывают-

ся начальные значения векторов 
c0r  и зу0r . 

Решения этих задач являются типовыми [11], 

не вызывают затруднений и поэтому в статье 

опускаются. 

Этап 2. Определение матрицы 1

3T , связыва-

ющей СК С3 и С1. Ранее уже указывалось, что 
для оператора, наблюдающего за движением 
ММ по изображению рабочей зоны на экране 
телемонитора, СК С3 и С4 всегда совпадают, 
поскольку это изображение всегда перпендику-
лярно оси x4, а экран телемонитора в СК С3 не-
подвижен. Следовательно, связь между СК С3  
и С1 (или, что то же самое, между СК С4 и С1) 

зависит от текущей пространственной ориента-
ции оптической оси СТЗ 7 и ориентаций обоих 

МР в АСК (рис. 1). Матрица 1

3T = 1

4T  обеспечи-

вает последовательное преобразование вектора, 
заданного в СК С4, сначала в СК С2 , затем  
в АСК С0  и, наконец, – в СК С1. Таким обра-

зом, можно записать 1

3T = 1

4T = 1

0T 0

2T 2

4T . Найдем 

все указанные матрицы. 
Поскольку оптическая ось видеокамеры 7 

МР 2 может произвольно изменять свою про-
странственную ориентацию с помощью двух ее 

степеней подвижности 12q  и 13q  (рис. 1), то для 

получения матрицы 2

4T , связывающей СК С4  

с СК С2, можно использовать преобразования, 
подробно описанные в работах [4–6]. Эта мат-
рица формируется путем последовательного 
перемножения двух однородных матриц, реа-
лизующих поворот СК С4 на угол 

12q  вокруг 

оси z2 и поворот на угол 
13q  вокруг уже повер-

нутой оси y4. В итоге искомая матрица 2

4T  при-

нимает вид: 
  

12 12 13 13

12 122

4

13 13

0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1

c s c s

s c
T

s c

   
   
    
   
   
   

12 13 12 12 13

12 13 12 12 13

13 13

0

0
,

0 0

0 0 0 1

c c s c s

s c c s s

s c

 
 
 
 
 
 

 

 

где 
12 12 13 13, , ,с s с s  –      12 12 13сos , sin ,сos ,q q q  

 13sin q , соответственно. 

Затем с помощью встроенных навигацион-

ных систем 10 и 11, соответственно, определя-

ются углы крена, тангажа и рыскания основно-

го 1 и вспомогательного 6 МР – 10 20 10, , ,    

20 10 20, ,    относительно осей АСК (углы по-

воротов СК С1 и С2 вокруг осей x1 и x2, y1 и y2, z1 

и z2, соответственно). Особенности построения 

и функционирования универсальных информа-

ционно-управляющих систем МР, включающих 

навигационные системы, которые определяют 

текущие положения и ориентации МР в АСК на 

основе данных, поступающих от бортовых дат-

чиков различных типов, детально описаны в ра-

боте [12] и для сокращения объема статьи так-

же опускаются. 

Матрица 0

2T  реализует последовательность 

элементарных поворотов. Оси, относительно 
которых отсчитываются углы соответствующих 
поворотов СК С2, и последовательность этих 
поворотов должны выбираться такими, чтобы 
получаемые при этом углы 

20 20 20, ,    соот-

ветствовали углам, измеряемым гироскопами 
навигационной системы. Это условие выполня-
ется, когда вначале осуществляется поворот СК 
С2 на угол рыскания 

20  вокруг оси z2, затем 

поворот на угол тангажа 
20  вокруг уже по-

вернутой оси y2 и после этого – поворот на угол 
крена 

20  вокруг повернутой оси x2. В резуль-

тате матрица 0

2T принимает вид: 
 

2 2 2 2

2 2 2 20

2

2 2 2 2

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

c s c s

s c c s
T

s c s c

   

   

   

     
     


      
     
     
     

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

0

0
,
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где 2 2 2 2 2 2, , , , ,с s с s с s       –    2 2с sin ,,   

   2 2сos sin ,,     2 2сos sin,  , соответст-

венно. 

Аналогично можно построить матрицу од-

нородных преобразований 1

0T . Однако для этого 

вначале удобно построить матрицу 0

1T , перево-

дящую векторы из СК С1 в АСК С0, учитывая, 
что С1 также повернута относительно С0 на углы 

10 10 10, ,    вокруг осей x1, y1 и z1, соответствен-

но. В результате матрица 0

1T  принимает вид:  

  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10

1

1 1 1 1 1

0

0
,

0 0 0 0 1

0 0 0 1

c c c s s s c c s c s s

s c s s s c c s s c c s R o
T

s c s c c

           

           

    

  
 

          
 
 

 

 

где 1 1 1 1 1 1, , , , ,с s с s с s       –    1 1сos sin ,, 
 

       1 1 1 1сos , sin ,сos , sin    , соответствен-

но; R  – матрица сложного поворота (размерно-

стью 3х3);  
т

0 0 0o   – нулевой вектор-

столбец размерностью 3х1.  

Искомую матрицу 1

0T  несложно получить, 

выполнив обратное преобразование матрицы 

0

1T  [11]. Тогда 1 0 1

0 1( )
0 0 0 1

R R o
T T 

 
   

 

т т

. 

Вычисления на этапах 1 и 2 алгоритма вы-

полняются однократно. 

Этап 3. На этом этапе начинается режим 

слежения, и определяется новое положение ха-

рактерной точки РО ММ. Сначала измеряются 

текущие значения углов ЗУ q6 – q11 (рис. 1), а по 

ним, решая прямую задачу кинематики, рас-

считываются текущие значения вектора зуr   

в СК С3. После этого вычисляется вектор от-

клонения текущего положения ЗУ от начально-

го зу0r  по формуле зу зу зу0r r r   . Затем данный 

вектор преобразуется из СК С3 в СК С1. Далее, 

зная вектор исходного положения характерной 

точки ММ с0r  и вектор зуr , вычисляется ее 

новое положение с помощью выражения: 
1

с 3 зу с0r T r r   .  

Этап 4. На этом этапе решается обратная 

задача кинематики ММ, которая заключается  

в вычислении текущих значений обобщенных 

координат его переносных и ориентирующих 

степеней подвижности q1 – q5 с помощью полу-

ченных на предыдущем этапе значений элемен-

тов вектора rс. Решение этой задачи основано 

на применении известного математического 

аппарата обратных тригонометрических функ-

ций с учетом геометрических параметров ММ 

[11] и также является типовым, поэтому в ста-

тье не рассматривается. Полученные обобщен-

ные координаты являются задающими воздей-

ствиями для соответствующих следящих при-

водов ММ и подаются на входы этих приводов. 
Этап 5. Если в текущий момент времени 

задан режим слежения, то происходит переход 
в начало цикла (на этап 3). Если задан режим 
стабилизации, то происходит переход к этому 
режиму. 

 

4. Моделирование и исследование  

работы системы 
 

Для проверки работоспособности предло-
женного алгоритма полуавтоматического теле-
управления ММ было проведено моделирова-
ние работы рассматриваемой системы. В про-
цессе работы оператор, видя изображение РО  
и объекта работ на экране телемонитора (СК 
С3), начинает перемещать рукоятку ЗУ в СК С3, 
обеспечивая переход РО к объекту. В соответ-
ствии с предложенным в статье подходом, изо-
бражение РО на экране должно перемещаться 
параллельно перемещению рукоятки ЗУ при 
любой ориентации СТЗ и МР.  

В процессе моделирования предполагалось, 

что оба МР находятся на ровной горизонталь-

ной поверхности, а их ориентации совпадают  

с ориентациями на рис. 1. При этом 10 20   
 

10 20 10 0    ; 20   . В начальный мо-

мент времени заданы положения РО [15, 5, 20] 

и объекта работ [29, –5, 5] в С1, а также ЗУ [10, 

–10, 25] в С3. 

Результаты моделирования работы системы 

представлены на рис. 2 и 3. На рис. 2 цифрой 1 

обозначена траектория движения конца вектора 

зуr  в СК С3 при значениях углов поворота СТЗ 

12 0q   и 13 0q  . При этом выполняется пере-

мещение рукоятки ЗУ из начальной точки А  

в точку C через промежуточную точку В для 

обхода препятствия. На этом же рисунке пока-
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заны проекции данной траектории на соответст-

вующие горизонтальную и вертикальные плос-

кости. Указанное перемещение ЗУ приводит  

к соответствующему перемещению РО ММ из 

начальной точки А в точку C через точку В по 

траектории движения конца вектора rc в СК С1 

(ломаная 1 на рис. 3 с ее проекциями на соответ-

ствующие горизонтальную и вертикальные 

плоскости). Из рис. 2 и 3 видно, что при задан-

ной исходной ориентации МР оси х1 и у1 СК С1 

направлены в противоположную сторону по от-

ношению к осям х2 (х4) и у2 (у4) СК С2 и С4. В ре-

зультате движения ЗУ и РО в своих СК выпол-

няются в противоположных направлениях, но на 

экране монитора для оператора движения ЗУ  

и РО имеют одно направление и параллельны. 

 
Рис. 2. Траектории движений конца вектора rзу ЗУ в СК С3 

 

 

 
Рис. 3. Траектории движений конца вектора rc ММ в СК С1 

 

Далее было выполнено моделирование ра-

боты системы при повороте СТЗ на углы 

12 13/ 6, / 8q q    . При этом ракурс изобра-

жения рабочей зоны и координаты РО и объек-

та в СК С4 на экране монитора изменяются, но 

положения ЗУ и РО в своих СК в начальный 

момент времени остаются прежними. В резуль-

тате для захвата объекта оператор перемещает 

ЗУ в СК С3 из точки А через точку В‘ в точку C‘ 

уже по другой траектории 2 (рис. 2). При этом  

z, cм 

А 1 
В 

C 

y, cм х, cм 

z, cм 

В 1 
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в СК С1 траектория перемещения РО ММ из 

точки А в точку C через точку В (ломаная 1 на 

рис. 3) остается неизменной.  

Аналогичные результаты получаются и при 

изменениях пространственных ориентаций од-

ного или обоих МР в АСК. При этом траекто-

рии движения рукоятки ЗУ в СК С3 будут отли-

чаться при одинаковых движениях РО ММ  

в СК С1. 

Таким образом, результаты выполненного 

моделирования полностью подтвердили рабо-

тоспособность и эффективность предложенного 

метода синтеза системы позиционного полуав-

томатического телеуправления ММ и алгорит-

ма работы созданной вычислительной системы. 
 

Заключение 
 

В статье рассмотрен предложенный алго-

ритм работы системы позиционного полуавто-

матического телеуправления ММ, установлен-

ным на одном из МР. Эта система может быть 

использована в робототехнических комплексах, 

предназначенных для дистанционного выпол-

нения работ в труднодоступных и опасных для 

человека местах. Она позволяет улучшить экс-

плуатационные характеристики и расширить 

функциональные возможности указанного 

комплекса, обеспечивая непрерывное получе-

ние визуальной информации об объекте работ с 

нескольких ракурсов, даже когда этот объект не 

виден СТЗ основного МР, а наблюдается СТЗ 

вспомогательного МР. Это значительно увели-

чивает эффективность использования МР в экс-

тремальных условиях. Предложенный алгоритм 

телеуправления ММ позволяет автоматически 

учитывать пространственные ориентации опти-

ческих осей всех применяемых СТЗ, а также 

пространственные ориентации оснований обо-

их МР по углам крена, тангажа и рыскания  

в АСК. Результаты выполненного математиче-

ского моделирования полностью подтвердили 

работоспособность и высокую эффективность 

предложенного подхода к созданию системы 

телеуправления ММ. Ее техническая реализа-

ция не вызывает затруднений.  
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Представлена математическая модель робототехнической системы с одноопорным механизмом, предна-
значенной для перемещения по произвольно ориентированным поверхностям; выполнен статический расчет 
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Введение 
 

Важной и актуальной является проблема 
передвижения робототехнических систем по 
произвольно ориентированным поверхностям. 
Такие аппараты могли бы выполнять целый ряд 
работ: очистка и обработка различных трудно-
доступных поверхностей (рис. 1), исследование 
крупногабаритных сооружений на наличие 
конструктивных дефектов и др. 

Под произвольно ориентированными по-

верхностями понимается относительно ровная 

поверхность, расположенная под углом от 0 до 

90° к горизонтали. 

Известно достаточно большое количество ро-

бототехнических систем, предназначенных для 

перемещения по произвольно ориентированным 

поверхностям [1–10]. Анализ их достоинств и не-

достатков позволил за основу выбрать робот, 

опирающийся на обрабатываемую поверхность за 

счет прижатия к ней манипулятором, выполнен-

ным на основе трипода [11, 12]. Однако вместо 

трипода можно использовать одноопорный меха-

низм, в котором за счет работы одного линейного 

привода и осуществляется реализация усилия 

«прижатия» робота к обрабатываемой поверхно-

сти. Такой одноопорный механизм подобен од-

нотросовому механизму робота, перемещающе-

гося по вертикальной поверхности [13]. 

 

       
 

Рис. 1. Очистка вертикальных стеклянных поверхностей людьми 
_________________________ 

© Хачатрян А. А., Брискин Е. С., 2022. 
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Постановка задачи 
  

Рассматривается плоская задача о равнове-

сии робототехнической системы, использую-

щей в качестве механизма «прижатия» одно-

опорный манипулятор с одним линейным при-

водом. Ставится задача определения массово-

геометрических параметров, линейных и угло-

вых размеров всей робототехнической системы, 

обеспечивающих отсутствие изгибных усилий, 

действующих на механизм «прижатия» и его 

линейный привод. 

Расчетная схема робототехнической системы  

с одной опорой 
 

Расчетная схема рассматриваемой робото-
технической системы с одной опорой представ-
лена на рис. 2. Рассматривается равновесие ро-
бототехнической системы, которая представля-
ет собой робот 1, перемещающийся по произ-
вольно ориентированной поверхности 2 за счет 
опоры на горизонтальную плоскость 3 посред-
ством одноопорного механизма 4, представ-
ляющего собой линейный привод, закреплен-
ный шарнирно на горизонтальной плоскости. 

 

 

 
 

Рис. 2. Расчетная схема робота с одноопорным механизмом 
 

 

На рис. 2 использованы следующие обозна-

чения: ε – угол наклона одноопорного меха-

низма к горизонтали; γ – угол наклона произ-

вольно ориентированной поверхности к гори-

зонтали; a1, a2 – расстояния от центра масс ро-

бота до колесных (или другого типа) опор; a3 – 

расстояние от центра масс робота до шарнира 

А; h – высота робота; h1 – расстояние от верши-
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ны робота до его центра масс; b – длина линей-

ного привода; bG1 – расстояние от основания 

линейного привода до его центра масс; P – уси-

лие линейного привода; Q, MQ – усилие и мо-

мент, действующие на робот со стороны инст-

румента; N1, N2 – реакции опор; Fтр1, Fтр2 – силы 

трения; G – сила тяжести мобильного робота; 

G1 – сила тяжести линейного привода; RBx, RBy – 

реакции в шарнире B. 

Метод решения 
 

Для решения поставленной задачи робото-

техническая система расчленяется на две части: 

непосредственно робот, как мобильная плат-

форма (рис. 3), и одноопорный механизм «при-

жатия» (рис. 4). Для каждой части составляют-

ся уравнения равновесия. 

На рис. 3 и 4 P1 и P2 – реакции в шарнире А. 

 

 
 

Рис. 3. Схема робота на произвольно ориентированной поверхности 

 

Для робота: 

 

тр1 тр2 1 2 2

тр1 тр2 1 2 1

тр1 тр2 1 1 3 2 2 1 3

0,

0,

0,

cos cos sin sin sin 0,

sin sin cos cos cos 0,

sin cos 0,

x

y

A

Q

F

F

M

F F N N P Q

F F N N G P Q

F h F h N a a N a G h G a M

 







           

            


         






                    (1) 

 

где 

тр1 1 1 1

тр2 2 2 2

, 0 ,

, 0 .

F N f

F N f

    
 

     
            (2) 

В критической ситуации, когда может на-

чаться движение 1 2 ,f    где f – коэффици-

ент трения между колесами робота и произ-

вольно ориентированной поверхностью. 
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Рис. 4. Схема одноопорного механизма робототехнической системы 

 

Для одноопорного механизма прижатия, у которого опора В закреплена на горизонтальной 

плоскости: 
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Из уравнений (1), (2), (3) следует: 
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В (4) переменными A, C, D, F, K, L, Z обо-
значены следующие выражения: 

   

   

 

   

   

1

1 3

1 1

2

1 3

sin cos ,

cos sin ,

cos ,

,

cos ,

,

sin cos .

G
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A f

C f

D G G Q

F fh a a

K G b b

L fh a

Z G h G a M

    

    

    

  

  

  

    

  (5) 

Используя выражения (4), (5), определяют 
такие геометрические параметры робототехни-
ческой системы, при которых выполняются 
следующие условия: 

 1

2

;
P

tg
P

      (6) 

2 2

1 2 min;P P     (7) 

 2 2

1 2 .N N N    (8) 

Условие (6) обеспечивает отсутствие изги-

бающего момента в одноопорном механизме 

робота, условие (7) – минимальное, достаточ-

ное усилие линейного привода для обеспечения 

необходимого прижатия робота и, соответст-

венно, его работоспособности. Неравенство (8) 

предотвращает повреждение произвольно на-

правленной поверхности опорами мобильной 

платформы; здесь [N] – допустимое усилие, при 

превышении которого целостность поверхно-

сти разрушается. 

Выражая из уравнения (6) угол ε, получаем: 

1

2 2

arccos

.

2arctg

K

bG

C A C

A

  
  

  
   

     
  

  

(9) 

Имитационное моделирование 

Начальные данные для имитационного мо-

делирования приведены в таблице ниже. 

Начальные данные  

для имитационного моделирования 

a1= 0,4 м h = 0,5 м b = 3 м G = 100 Н α = 40° 

a2= 0,6 м h1 = 0,1 м bG1 = 1 м G1 = 80Н γ = –50° 

a3= 0,1 м f = 0,8 Q = 100 Н MQ = 30Нм 

Отрицательное значение угла γ означает его 

построение от горизонтали по часовой стрелке. 

Для указанных начальных данных был подоб-

ран угол наклона линейного привода ε = 64,6°, 

при котором выполняются условия (6), (7). При 

этом значение данного угла зависит от угла на-

клона произвольно ориентированной поверхно-

сти к горизонтали γ и геометрических размеров 

линейного привода b и bG1. Графики зависимо-

стей приведены на рис. 5 и 6. 

Рис. 5. График зависимости ε от b 

На рис. 5 показана зависимость длины ли-
нейного привода b от угла его наклона к гори-

зонту ε при значениях: 1 – bG1 = 0,8 м; 2 – bG1 = 
= 1 м; 3 – bG1 = 1,2 м; 4 – bG1 = 1,4 м. 

- 4

- 3

- 2

- 1
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Рис. 6. График зависимости ε от bG1 
 

Зависимость расстояния от основания ли-
нейного привода до его центра масс bG1 (рис. 6) 
от угла его наклона к горизонту ε построена 
при следующих значениях длины линейного 
привода: 1 – b = 4 м; 2 – b = 3,5 м; 3 – b = 3,2 м; 
4 – b = 3 м. При приближении значений b к зна-
чениям bG1 и наоборот, угол наклона линейного 
привода ε резко возрастает и при b = bG1: ε=90°. 

На рис. 7 представлен график зависимости 
усилия линейного привода P от коэффициента 
трения f, где усилие P выражается формулой: 

2 2

1 2 ,P P P                           (10) 

а диапазон значений коэффициента трения f 

принят от 0,5 для соединения резина-алюминий 

до 1,15 для соединения резина-резина, при этом 

выполняются условия (6), (7) [14]. 

График зависимости усилия линейного 

привода P от коэффициента трения f получен 

при следующих значениях геометрических 

размеров линейного привода: 1 – b = 2 м,  

bG1 = 1 м; 2 – b = 2,5 м, bG1 = 1 м; 3 – b = 3 м,  

bG1 = 1 м; 4 – b = 2 м, bG1 = 0,5 м; 5 – b = 2,5 м, 

bG1 = 0,5 м; 6 – b = 3 м, bG1 = 0,5 м.  

 

 
 

Рис. 7. График зависимости усилия линейного привода P от коэффициента трения f 
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Представленный график показывает, что 

большему расстоянию от основания линейного 

привода до его центра масс bG1 и меньшему 

значению его длины b соответствует меньшее 

значение усилия линейного привода P. Целесо-

образным будет выбор больших значений bG1 

для одноопорного механизма. 

Увеличение коэффициента трения между 

колесами мобильной платформы и произвольно 

направленной поверхностью ведет к уменьше-

нию усилия линейного привода P, что, в свою 

очередь, приводит к снижению значений реак-

ций опор N1, N2 (рис. 8).Условия (1)–(6) для 

графиков на рис. 7, 8 идентичны.  

Рис. 8. График зависимости 
2 2

1 2N N от коэффициента трения f 

Выводы 

Решена плоская задача о равновесии робо-

тотехнической системы, использующей в каче-

стве одноопорного механизма один линейный 

привод для перемещения робота по произволь-

но ориентированным поверхностям: 

– теоретически доказана работоспособность

предложенной робототехнической системы на 

произвольно ориентированной поверхности; 

– получены уравнения равновесия такой

робототехнической системы и выражения для 

определения места установки линейного при-

вода, определяемого числом ε, обеспечиваю-

щие отсутствие изгиба в одноопорном меха-

низме; 

– определены массово-геометрические па-

раметры, линейные и угловые размеры всей ро-

бототехнической системы, обеспечивающие 

оптимальные усилия линейного привода. 
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В научном журнале «Известия ВолгГТУ», серия «Роботы, мехатроника и робо-

тотехнические системы», публикуются статьи, которые содержат результаты тео-

ретических и экспериментальных исследований в области механики и управления 

движением робототехнических систем и их мехатронных узлов. 

Вопрос об опубликовании статьи или ее отклонении решает редакционная кол-

легия журнала, которая утверждается ректором университета, ее решение является 

окончательным. Редколлегия направляет представленный для издания материал на 

рецензирование. 

Рукопись должна быть набрана и сверстана в текстовом редакторе 

Word 2003-2007 и распечатана на лазерном принтере в режиме полной загрузки 

тонера. Формат бумаги А4 (210×297 мм). УДК статьи обязательно. 

Для ускорения подготовки издания необходимо отправлять файлы статей на 

электронный адрес rm@vstu.ru в полном соответствии с распечатанным оригиналом. 

При наборе текста  следует соблюдать следующие требования: поля – верхнее – 

2,0 см; нижнее – 3,0 см; левое – 2,5 см; правое – 2,5 см; шрифт Times, кегль 14, ин-

тервал полуторный. 

Текст набирается с применением автоматического переноса слов, перед знака-

ми препинания (в том числе внутри скобок) пробелы не допускаются, после них 

ставится один пробел. Разрядка слов не допускается, следует избегать перегрузки 

статей большим количеством формул, рисунков, таблиц. Для набора формул следу-

ет использовать встраиваемый формульный процессор Math Туре. Формулы в тек-

сте должны быть напечатаны без дополнительных интервалов между строками тек-

ста. Нумеруются только те формулы, на которые есть ссылки в тексте. Нумерация 

формул по всей статье должна быть сквозной. Таблицы должны содержать заго-

ловки. В компьютерном варианте иллюстрации следует готовить в векторных фор-

матах. В растровых форматах допускаются только фотографии. 

В тексте, формулах и на рисунках латинские буквы следует набирать курсивом. 

Русские и греческие буквы, цифры, стандартные функции (sin, cos, sign, max, const, 

log, det, exp и т. п.) должны иметь прямое начертание. В основе матриц лежат круг-

лые скобки, в основе определителей – прямые линии. 

Инициалы и фамилия автора (авторов) пишутся над заглавием статьи. Ниже за-

главия, перед основным текстом, указывается организация или предприятие, на ко-

тором работает автор статьи. Если коллектив авторов включает сотрудников раз-

личных учреждений, необходимо указать место работы каждого автора. Далее – 

электронный адрес (-а) авторов, аннотация к статье и ключевые слова (на русском 

и английском языках).В конце статьи ставится подпись автора (на бумажном ва-

рианте). 

Литературные ссылки должны быть оформлены в соответствии с ГОСТ 7.1–2003 

«Библиографическая запись. Библиографическое описание. Общие требования и 

правила составления». Библиографический список использованной литературы, 

составленный в порядке упоминания в тексте, дается в конце статьи; связь с ос-

новным текстом осуществляется цифровым порядковым номером в квадратных 

скобках в строке. Подстрочные ссылки не допускаются. 



 

Иностранные фамилии и термины в тексте следует приводить в русском пере-

воде. В библиографическом списке фамилии авторов, полное название книг и жур-

налов приводятся на языке оригинала. 

Ссылки на неопубликованные работы не допускаются. 

При обозначении единиц физических величин должна применяться Междуна-

родная система единиц (СИ). 

Рекомендованный объем статьи – 8–9 страниц бумаги формата А4, включая 

таблицы и библиографический список.  

Рекомендуется включать в журнал статьи с авторским коллективом не более 

четырех человек с участием каждого автора в одной-двух статьях. 

Статьи должны представлять сжатое четкое изложение результатов, получен-

ных автором без повторов приводимых данных в тексте статьи, таблицах и ри-

сунках. К статье должны быть приложены: сведения об авторах (полное имя, отче-

ство, фамилия, ученая степень, звание, домашний адрес, номера служебного и до-

машнего телефонов, E-mail); документация, подтверждающая возможность ее 

открытого опубликования. 
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