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В работе дается обзор основных механизмов и подходов, которые используют тросовые роботы, пере-

мещающиеся по плоским вертикальным и наклонным поверхностям; описание применения тросово-

колесных роботов с несколькими ветвями тросов для задач перемещения по таким поверхностям, получение 

закономерностей перемещения таких роботов.  

Ключевые слова: тросовый робот, перемещение по плоским вертикальным и наклонным поверхностям. 
 

M. S. Babaev
 

 

REGULARITIES OF MOVEMENT OF A CABLE-WHEELED ROBOT  

ON INCLINED FLAT SURFACES 
 

Volgograd State Technical University 
 

The work provides an overview of the main mechanisms and approaches used by rope robots moving on flat 

vertical and inclined surfaces; describes the use of rope-wheeled robots with several branches of cables for tasks of 

moving on such surfaces, obtaining patterns of movement of such robots.  

Keywords: rope robot, moving on flat vertical and inclined surfaces. 
 

Введение 
 

В статье [1] был приведен обзор способов 

перемещения роботов по вертикальным по-

верхностям. Цель работы – обосновать приме-

нение тросовых роботов по наклонным пло-

ским поверхностям и для мониторинга, обсле-

дования и ремонта протяженных и высотных 

зданий и сооружений, что важно для примене-

ния в строительной отрасли. 

Основные механизмы и подходы, которые 

используют роботы для преодоления препятст-

вий на вертикальных и наклонных поверхно-

стях благодаря своей конструкции и принципу 

работы: 

– системы сцепления. Роботов оснащают 

специальными механизмами, которые обеспе-

чивают надежное сцепление с поверхностями. 

Это могут быть когти [2] для перемещения по 

ковровым покрытиям; присоски, которые соз-

дают вакуум [3], или магниты [4], которые по-

зволяют роботу удерживаться на металличе-

ских поверхностях. Некоторые модели исполь-

зуют специальные резиновые или текстильные 

покрытия, которые увеличивают трение. Робо-

ты с гусеничным движением обеспечивают вы-

сокий уровень сцепления и могут преодолевать 

неровности и небольшие препятствия на пло-

ских поверхностях [5]; 

– механизмы передвижения. Для перемеще-

ния роботов по плоским вертикальным и на-

клонным поверхностям часто используют тро-

сы [6]; 

– адаптивные сенсоры. Оснащенные раз-

личными сенсорами, такими как камеры, ульт-

развуковые датчики и гироскопы, роботы могут 

обнаруживать препятствия и оценивать рас-

стояние до них. Это позволяет им адаптировать 

свои движения и избегать столкновений [7]; 

– алгоритмы управления. Современные ро-

боты используют сложные алгоритмы для 

управления движением. Эти алгоритмы позво-

ляют  им  планировать  маршрут,  анлизировать 
_________________________ 
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окружающую среду и принимать решения в ре-
альном времени, что особенно важно при пре-
одолении препятствий [8–10]. 

 

Постановка задачи 
 

В статье [11], опираясь на конструкцию из 

[12], описана математическая модель переме-

щения тросового робота по вертикальной по-

верхности.  

В настоящей работе рассчитаны силы для 

робота, удерживаемого четырьмя тросами  

и имеющего четыре опоры, движущегося по ров-

ной вертикальной поверхности. 

 

                  
                                                          а                                                                        б 

 

Рис. 1. Робот-прототип [6] (а) и предлагаемый вариант робота  

для мониторинга высотных зданий и сооружений (б): 
1 – опорный барабан троса, 2 – тяговый барабан троса, 3 – корпус робота, 4 – пассивные опорные колеса 

 

Предлагается вариант развития робота, по-

казанного на рис. 1, а, в виде дополнения его 

тросов ветвями, идущими вниз (рис. 1, б), что 

позволяет осуществлять более надежный и уп-

равляемый прижим робота к поверхности, дви-

жение по наклонным поверхностям с отрица-

тельными углами наклона к нормали, движе-

нию по горизонтальным поверхностям, когда 

вектор силы тяжести пытается оторвать робота 

от опорной поверхности. 
 

Закономерности перемещения  

по плоским поверхностям 
 

Математическая модель предлагаемого ро-

бота в соответствии с расчетной схемой, пред-

ставленной на рис. 2: 

– уравнение равенства проекций всех сил на 

ось Х нулю: 

1 1 2 2 1 2sin sin sin 0        T T N N G ;    (1) 

– уравнение равенства проекций всех сил на 

ось Y нулю: 

1 1 2 2cos cos cos 0     T T G ;          (2) 

– уравнение равенства нулю моментов всех 

сил относительно ЦМ: 

1 1 2 2 1 1 2 1

2 2 2 1

1 1 1 2 2 2

cos
2

cos
2

sin sin 0,
2 2

 
       

 

 
     

 

   
         

   

d
N p N p T h h

d
T h h

d d
T l T l

     (3) 

где d – диаметр барабана. 

 
Рис. 2. Расчетная схема колесно-тросового робота  

на наклонной поверхности (при β ≠ 0 на наклонной  

плоской поверхности, при β = 0 на вертикальной  

плоской поверхности): 
ЦМ – центр масс робота, h1 – расстояние от опорной поверхности 

до ЦМ, h2 – расстояние от опорной поверхности до оси бараба-

нов, e1, e2– расстояния от осей барабанов 1, 2 до ЦМ соответст-
венно, d – диаметр  барабана, p1, p2 – расстояния  от осей опор 1, 2 

до ЦМ. 

 

После приведения подобных членов получаем 

замкнутую систему из трех независимых урав-

нений плоской статики с четырьмя неизвест-

ными N1, N2, T1, T2: 

N

1 

N

2 

H 

b 

a 

p

1 
p

2 

β 
G 

α

1 

α

2 

T

1 

T

2 

e2 

e1 Ц

М 

h

1 

h

2 

x 

y 
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1 1 2 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 1 1 1

2 2 2 1 2 2

sin sin sin 0

cos cos cos 0,

cos sin
2 2

cos sin 0.
2 2

        


     

  
           

 
  

         
 

T T N N G

T T G

d d
N p N p T h h l

d d
T h h l

                                 

(4) 

 

Из второго уравнения системы (4) выра-

жаем T1: 

2 2
1

1

cos cos
0.

cos

  
 



T G
T             (5) 

Из первого уравнения системы (4) выра-

жаем N2: 

2 1 2 2sin sin    N G N T

 
2 2

1

1

cos cos
sin .

cos

 
 



G T
      (6) 

Тогда из третьего уравнения системы (4) 

определяем T2 как функцию N1:  

 

2 2
1 1 2 1 2 2 2 2 2 1

1

2 2
1 2 1 1 1

1

2 2 2 1 2 2

cos cos
sin sin sin

cos

cos cos
cos sin

cos 2 2

cos sin .
2 2

  
         



    
        

  

 
       

 

G T
N p G p N p T p p

G T d d
h h l

d d
T h h l

                  

(7) 

Преобразуя, получаем: 

 

   

1 1 2 1 2 2 1 1 1 1 2 1

1

2
2 2 2 2 2 1 2 1 1 1 2 1

1

2 2 2 2 2 2 1

cos
sin cos t g cos sin

cos 2

cos
cos sin cos sin

2 cos 2

sin cos t g .

  
                

  

   
                 

   

    

d
N p G p N p G p G l h h

d d
T l h h T l h h

T p T p

         (8) 

 

Отсюда выражаем Т2 как функцию N1, угла 

β, углов α1 и α2: 

 1

2

  


 

N A G B C
T

D E F
,                (9) 

где  1 2 A p p ,  2 1sin cos tg   B p ; 

 1 1 1 2 1

1

cos
cos sin

cos 2

  
       

  

d
C l h h ;  

 2 2 2 2 1cos sin
2

      
d

D l h h ; 

 2
1 1 1 2 1

1

cos
cos sin

cos 2

  
       

  

d
E l h h .

 

Через известную функцию T2 выражаем из 

(5) и (6) T1(N1, α1, α2, β) и N2(N1, α1, α2, β) соот-

ветственно. 

Строим графики функций T1(N1, α1, α2, β), 

T2(N1, α1, α2, β), N2(N1, α1, α2, β). В данном ис-

следовании определяем функции T1(N1, α1, α2, 

β), T2(N1, α1, α2, β), N2(N1, α1, α2, β) как функции 

одного аргумента – N1, задаваясь остальными 

переменными: α1, α2, β как константами кон-

кретного расчета. При этом α1, α2 вычисляются 

по простым геометрическим формулам: 

 

2
1

2
2

( / 2)
arctg ,

/ 2
arctg .


 




 

h d

H a

h d

a

 

 

Обсуждение результатов 
 

Для условного робота весом G = 500 Н  
с конструктивными параметрами: h1 = 0,5 м,  
h2 = 0,9м, е1 = 0,5 м, е2 = 0,5 м, d = 0,2 м,  
p1 = 0,7м, p2 = 0,7м, для высоты размещения 
опор тросового робота на здании Н = 180 м, по-
лучаем результаты, приведенные на рис. 3–5, 
на которых указаны характерные 9 из 126 гра-
фиков, построенных для комбинации дискрет-
ных наборов β = 0°, 30°, -30°, -45°, -60°, -90°,  
а = 10, 15, 20, 25, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 
110, 120, 130, 140, 150, 155, 160, 165, 170). 
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Из анализа представленных графиков мож-

но сделать вывод о линейном росте N2, T1, T2 

при росте N1 независимо от геометрических ус-

ловий применений робота. При этом наблюда-

ется рост значения реакций T1, T2 при росте а 

до середины расстояния Н, потом наблюдается 

симметричный спад при уменьшении а.  

Существуют области отрицательных значе-

ний T2 (реакции троса в нисходящей ветви) при 

малых значениях N1, в таком случае может 

быть применим робот только с восходящими 

ветвями, это особенно заметно при нулевых  

и положительных углах наклона опорной по-

верхности. 

 

 
а 

 
б 

 
в 

 

Рис. 3. Графики функций T1(N1, α1, α2, β), T2(N1, α1, α2, β), N2(N1, α1, α2, β),  

построенные для комбинации дискретных наборов: 
а – реакции при β = 0o, a = 10 м; б – реакции при β = 0o, a = 80 м; в – реакции при β = 0o, a = 150 м 
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а 

 

 
б 

 

 
в 
 

Рис. 4. Графики функций T1(N1, α1, α2, β), T2(N1, α1, α2, β), N2(N1, α1, α2, β),  

построенные для комбинации дискретных наборов: 
а – реакции при β = ‒ 45°, a = 10 м; б – реакции при β = ‒ 45°, a  = 80 м; в – реакции при β = ‒ 45°, a = 150 м 
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а 

 

 
б 

 

 
в 
 

Рис. 5. Графики функций T1(N1, α1, α2, β), T2(N1, α1, α2, β), N2(N1, α1, α2, β),  

построенные для комбинации дискретных наборов: 
а – реакции при β = ‒ 90°, a = 10 м; б – реакции при β = ‒ 90°, a = 80 м; в – реакции при β = ‒ 90°, a = 150 м 

 
Также наблюдаются более высокие усилия 

натяжения тросов при отрицательном наклоне, 

так как составляющая силы тяжести оказывает 

большее влияние, пытаясь оторвать робота от 

опорной поверхности. При перемещении вдоль 

вертикали и по наклонной поверхности с поло-

жительным углом наклона натяжение в верхней 

и нижней ветвях троса существенно различа-
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ется, при перемещении вдоль поверхности  

с отрицательными углами наклона различия  

в натяжении тросов практически исчезают. 
 

Заключение 
 

За счет подбора рациональной конструкции 
работа и управления опорной реакцией N1 (или 
N2) возможно обеспечивать перераспределение 
реакций в тросах и таким образом управлять 
ими целенаправленно, например, для выравни-
вания усилий, минимизации суммарного уси-
лия либо суммы квадратов усилий, что одно-
значно влияет на энергетику приводных двига-
телей барабанов, на которые наматываются 
тросы. Отсюда, например, может быть постав-
лена оптимизационная задача, сходная по типу 
[13], которая в таком случае может быть реше-
на прямыми переборными методами. 
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роя, радиуса отталкивания и силы отталкивания  на динамику рассредоточения. Статистический анализ  
с построением 95 % доверительных интервалов демонстрирует значимость полученных результатов. Прове-
дено сравнение с современными подходами к децентрализованному управлению на основе глубокого обу-
чения с подкреплением и эволюционных алгоритмов. Показано, что предложенный адаптивный подход 
обеспечивает сопоставимое качество рассредоточения при существенно меньших вычислительных затратах. 
Полученные результаты развивают методы роевого интеллекта и способствуют созданию эффективных ал-
горитмов управления группами роботов в условиях чрезвычайных ситуаций. 

Ключевые слова: роевая робототехника, децентрализованное управление, адаптивные системы, теория 
графов, статистический анализ, глубокое обучение, эволюционные алгоритмы 
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Децентрализованное управление роем авто-

номных роботов представляет актуальное на-

правление исследований в области коллектив-

ного интеллекта [1]. Роевой подход позволяет 

решать сложные задачи, недоступные отдель-

ным агентам, за счет самоорганизации и эмерд-

жентного группового поведения [2]. 

Особую значимость роевые системы приоб-

ретают в сценариях ликвидации последствий 

чрезвычайных ситуаций (ЧС). Применение ро-

ботов для поиска пострадавших, разведки тер-

ритории и оказания первой помощи позволяет 

повысить скорость и безопасность спасатель-

ных работ [3]. При этом ключевым требовани-

ем является автономность функционирования 

роя в условиях разрушенной инфраструктуры 

связи.  

Целью данной работы является разработка 

и исследование новых алгоритмов децентрали-

зованного управления, обеспечивающих адап-

тивное поведение роя при рассредоточении на 

местности. Ставятся следующие задачи: 

1) предложить математическую модель адап-

тивной настройки параметров локальных пра-

вил поведения агентов на основе оценки связ-

ности графа взаимодействий; 

2) разработать программную платформу для 

проведения репрезентативных вычислительных 

экспериментов с роями различной конфигурации;   

3) провести статистический анализ резуль-

татов моделирования и сравнить эффектив-

ность предложенного подхода с современными 

методами на основе машинного обучения. 

Децентрализованное управление роем стро-

ится на принципах роевого интеллекта, впер-

вые предложенных в работах [4; 5]. Классиче-

ский подход основан на реализации простых 

локальных правил поведения агентов: разделе-

ния, выравнивания, сплочения [6]. Эти правила 

обеспечивают поддержание связности роя, бес-

конфликтное маневрирование и адаптацию  

к препятствиям. 

Дальнейшее развитие концепции роевого 

управления связано с интеграцией механизмов 

машинного обучения. Подход на основе глубо-

кого обучения с подкреплением (Deep Reinfor-

cement Learning) позволяет оптимизировать 

стратегию поведения агентов на основе функ-

ции награды, отражающей целевые критерии 

управления [7; 8]. Рой обучается в ходе много-

кратного взаимодействия со средой, адаптируя 

параметры нейронных сетей агентов.  
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Альтернативным направлением являются 

эволюционные методы оптимизации коллек-

тивного поведения. Генетические алгоритмы 

применяются для автоматизированного поиска 

эффективных правил поведения агентов и на-

стройки их параметров. 

Недостатком существующих подходов яв-

ляется высокая вычислительная сложность  

и необходимость длительного обучения. Для 

сценариев ЧС требуются более гибкие методы, 

обеспечивающие быструю адаптацию к изме-

нениям среды. Кроме того, остается открытым 

вопрос количественной оценки взаимосвязи 

микроправил поведения агентов и результи-

рующих характеристик рассредоточения роя. 

Предлагается модифицировать базовые 

правила поведения агентов (1)–(4), вводя меха-

низм адаптивной настройки весовых коэффи-

циентов. Динамика весов определяется на ос-

нове оценки текущей связности графа взаимо-

действующих агентов: 

( ) ( , ),  sep sep sep
i i sep i iv v w t f p N

           (1) 

lg lg lg
lg ( ) ( , ),  a a a

i i a i iv v w t f p N
          (2) 

( ) ( , ),  coh coh coh
i i coh i iv v w t f p N           (3) 

( ) ( , ),  rep rep rep
i i rep i iv v w t f p N

          (4) 

где 
lg, , ,sep a coh rep

i i i iv v v v  – результирующие силы, 

действующие на i-го агента; 
lg, , ,sep a coh rep

i i i if f f f – локальные силы; 

lg, , ,sep a coh repw w w w  – адаптивные весовые ко-

эффициенты. 

Веса вычисляются на основе спектральных 

характеристик матрицы смежности графа взаи-

модействий tA : 

2 lg 2( ) ( ( )), ( ) ( ( )), sep t a tw t L A w t L A
 

( ) ( ( )), ( ) ( ( )),    coh n t rep n tw t L A w t L A
 

где 2 , n – второе минимальное и максимальное 

собственные значения матрицы Лапласа графа 

( ); , , ,   tL A – положительные константы. 

Использование алгебраической связности 

графа 2  позволяет усиливать разделение и 

вы-равнивание при уменьшении связности роя. 

Увеличение n  свидетельствует о группировке 

агентов и приводит к повышению сил сплоче-

ния и отталкивания. Подобный механизм об-

ратных связей обеспечивает адаптацию пара-

метров к текущей конфигурации роя. 

Разработанная платформа моделирования 

реализована на языке Python и включает: 

– генерацию графа взаимодействий на ос-

нове метрики близости агентов. Используется 

анализ векторов координат и k-nearestneighbors 

(ближайших соседей) подход; 

– вычисление спектральных характеристик 

графа с помощью библиотеки scipy (sparse. 

csgraph.laplacian, sparse.linalg.eigs); 

– реализацию адаптивных сил в соответст-

вии с математической моделью (numpy.linalg. 

norm для вычисления евклидовой метрики  

в силах); 

– интегрирование уравнений движения на 

основе схемы leapfrog (аналог Runge-Kutta вто-

рого порядка); 

– сбор данных по записи координат агентов 

и метрикам связности в файлы формата CSV; 

– визуализацию состояния и траекторий роя 

с анимацией на основе matplotlib.animation. 

Модульная структура позволяет гибко из-

менять конфигурацию и параметры модели, 

проводить систематические вычислительные 

эксперименты.  

Для оценки влияния ключевых параметров 

(размер роя N, радиус отталкивания rr, сила от-

талкивания fr) проведена серия из 100 незави-

симых запусков моделирования для каждой 

комбинации факторов. Рассмотрены следую-

щие уровни варьирования: 

– размер роя N: 50, 100, 200 агентов; 

– радиус отталкивания rr: 1, 2, 3 м; 

– сила отталкивания fr: 1, 5, 10 Н. 
В качестве откликов использовались метри-

ки на основе теории графов: алгебраическая 

связность 2 , средняя степень вершины <k>, 

отношение реальной и конвексной площади 

рассредоточения Sr/Sc. Последняя характери-

стика отражает равномерность покрытия тер-

ритории с учетом ее геометрии. 

Результаты 100 повторов усреднялись, вы-

числялись стандартные отклонения и 95 % до-

верительные интервалы на основе t-распределе-

ния Стьюдента. Это позволило обеспечить ста-

тистическую достоверность оценок. 

Проведено сравнение предложенного адап-

тивного подхода (AA) с методами децентрали-

зованного управления на основе: базовых пра-

вил Reynolds (BR); обучения с подкреплением 

MADDPG (MR); генетической оптимизации 

правил поведения (GA). 
Использовалась единая конфигурация сце-

нария с размером роя N = 100, радиусом оттал-
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кивания rr = 2 и силой отталкивания fr = 5. Ре-

зультаты 30 независимых экспериментов для 

каждого метода приведены в таблице. 
 

Результаты эксперимента 
 

Метод 2  
<k> Sr/Sc 

BR 0,15 (0,12) 4,75 (0,91) 0,63 (0,08) 

MR 0,35 (0,18) 6,52 (1,25) 0,85 (0,12) 

GA 0,21 (0,14) 5,18 (1,07) 0,74 (0,11) 

AA 0,42 (0,23) 8,14 (1,53) 0,88 (0,14) 

 

Предлагаемый адаптивный подход обеспе-

чивает наиболее высокие значения связности  

и равномерности рассредоточения. При этом,  

в отличие от методов на основе обучения и оп-

тимизации, не требуется длительной процеду-

ры настройки параметров. Адаптация весов 

происходит динамически на основе текущего 

состояния роя. 

Базовые правила демонстрируют приемле-

мое качество для простых сценариев, но проиг-

рывают по устойчивости к вариациям началь-

ных условий. Более сложные комбинированные 

стратегии MADDPG обеспечивают повышение 

связности, но требуют существенных вычисли-

тельных ресурсов для обучения. Генетический 

поиск параметров позволяет улучшить базовый 

подход, но уступает в скорости адаптации. 
 

Заключение 
 

В работе предложен новый подход к децен-

трализованному управлению роем на основе 

адаптивной настройки параметров взаимодей-

ствия агентов. Введенный механизм обратных 

связей позволяет динамически регулировать 

баланс между силами разделения, выравнива-

ния, сплочения и отталкивания на основе оце-

нок связности графа взаимодействий. Такой 

подход обеспечивает быструю адаптацию роя  

к изменениям конфигурации и повышает рав-

номерность рассредоточения на местности. 

Разработанная программная платформа реа-

лизует предложенные алгоритмы и позволяет 

проводить систематические вычислительные 

эксперименты. Использование метрик на основе 

спектральной теории графов дает количествен-

ную интерпретацию влияния микроправил пове-

дения агентов на макрохарактеристики роя. 

Статистический анализ результатов моде-

лирования подтверждает эффективность адап-

тивного управления по сравнению с базовыми 

правилами и современными методами на осно-

ве машинного обучения. Значимое повышение 

связности и равномерности покрытия террито-

рии достигается при меньших вычислительных 

затратах и не требует длительной настройки 

параметров. 

Направления дальнейших исследований 

включают: расширение набора сценариев взаи-

модействия, учет гетерогенности агентов, пере-

ход к динамическому формированию коалиций, 

верификацию предложенных алгоритмов на ре-

альных робототехнических платформах. 

Полученные результаты вносят вклад в раз-

витие методов роевого интеллекта и способст-

вуют созданию эффективных систем коллек-

тивного управления для проведения поисково-

спасательных операций и ликвидации послед-

ствий ЧС. 
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Рассматривается двухсекционный капсульноподобный мобильный робот, перемещающийся по горизон-

тально расположенной поверхности. Конструкция включает два твердых тела (секции), на нижней поверх-
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Введение 
 

Создание мобильных роботов различных 

классов остается актуальной задачей благодаря 

их широкому спектру применения: подводные 

инспекции, перемещение по специализирован-

ным поверхностям, преодоление сложного 

рельефа и др. Характеристики их движения 

(маневренность, скорость, устойчивость) опре-

деляются типом двигателей и движителей. 

Классификация по типу применяемых движи-

телей включает: колесные, гусеничные, ша-

гающие и прочие. 

Среди мобильных роботов со свойствами 

капсульноподобных можно выделить шагаю-

щие и шагающеподобные. Теоретической осно-

вой методов анализа их движения являются 

труды И. И. Артоболевского, Н. В. Умнова,  

Д. Е. Охоцимского и т.д. [1–6]. Ключевая осо-

бенность данного типа роботов – дискретность 

взаимодействия с опорной поверхностью. Они 

демонстрируют преимущества при движении  

в неорганизованных средах или по различным 

направляющим (балкам, тросам, столбам), для 

перемещения и обеспечения постоянного кон-

такта с которыми конструкция робота может 

включать механические захваты, вакуумные 

присоски и другие механизмы [6–10]. 

Дискретность взаимодействия (периодиче-

ская фиксация точек движителя) может реали-

зовываться различными методами. Например, 

перемещение корпуса робота достигается за 

счет дискретного взаимодействия опорных 

элементов с поверхностью и стационарного 

движения внутренних тел, вспомогательных 

подвижных масс [11]. В таком случае робот об-

ладает свойствами локомоционной системы  

с вибрационным возбуждением, представляю-

щей собой совокупность твердых тел, взаимо-

действующих между собой и со средой посред-

ством колебаний (капсульный робот). Конст-

руктивно они могут исключать внешние дви-

жители: перемещение корпуса обеспечивается 

движением внутренних масс под действием 

приводов, что вызывает силу реакции, изме-

няющую скорость корпуса, тем самым изменяя 

силу сопротивления среды. Ключевые этапы 

разработки капсульных роботов включают: 

анализ динамики и управляющих процессов; 

синтез алгоритмов движения; учет массово-

геометрических параметров системы; изуче- 
_________________________ 
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ние свойств поверхности и характеристик  

приводов. 

Значительный вклад в эту область внесли  
И. И. Блехман, Р. Ф. Нагаев, Ф. Л. Черноусько, 
Н. Н. Болотник и их коллеги [12-14]. 

В [15; 16] рассматривается движение робо-
та, состоящего из двух секций, связанных меж-
ду собой линейным приводом, который шар-
нирно закреплен в центре масс каждой из сек-
ций. Приведены результаты изменения про-
дольной, поперечной и угловых координат 
центра масс каждой из секций робота, а также 
выбор оптимального режима движения двух-
секционного робота.  

В настоящей работе представлены резуль-
таты геометрического расчета изменения по-
ложения секций капсульноподобного робота 
при выдвижении штока линейного привода  
и дискретном взаимодействии одной из опор-
ных стоек с поверхностью. 

Актуальность обусловлена принципом пе-

ремещения «капсульногоподобного» мобиль-

ного робота, который заключается в дискрет-

ном управлении взаимодействия опорных эле-

ментов с поверхностью, что на практике явля-

ется более простой задачей в сравнении  

с управлением движения внутреннего тела. Ор-

ганизация движения мобильного робота сво-

дится к определению алгоритмов управления 

опорными элементами, которые поочередно 

контактируют с поверхностью, в то время как 

внутреннее тело перемещается стационарно  

(с постоянной скоростью).  
 

Схема двухсекционного мобильного робота  

и описание принципа его движения 
 

Мобильный робот (рис. 1) состоит из двух 

твердых тел 1, 2 (секций) и снабжен шарико-

выми опорами, расположенными на нижней 

поверхности корпуса и в общем случае N-вы-

движными стойками 4, с возможностью их по-

очередного контакта с опорной поверхностью. 

Взаимодействие между секциями осуществля-

ется за счет линейного привода 3 [15; 16]. 

 

 
 

Рис. 1. Схема двухсекционного мобильного робота: 
1, 2 – первая и вторая секции мобильного робота; 3 – линейный привод;  

4 – опорная стойка, взаимодействующая с поверхностью 

 

Особенность управления представленного 
на рисунке робота заключается в следующем:  
в процессе движения у одной из секций в за-
торможенном состоянии постоянно находятся 
N движителей для закрепления данной секции 
на опорной поверхности, в то время как у дру-
гой – в опорной фазе находится только один из 
движителей, тем самым позволяя секции со-
вершать вращательное движение относительно 
вертикальной оси под действием силы со сто-
роны линейного привода. Причем требуется 

обеспечивать неподвижность заторможенных 
опор, что может достигаться как нормальной 
реакцией, действующей между опорой и опор-
ной поверхностью, так и выбором материалов 
для увеличения коэффициента сцепления. 

 

Математическое моделирование 
 

Геометрическая схема робота, состоящего 

из двух секций, представлена на рис. 2. Коли-

чество движителей каждой из секций примем 

равным четырем. 
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Рис. 2. Геометрическая схема двухсекционного робота 

 

 

Уравнения изменения положения второй 

секции робота при удлинении линейного при-

вода на длину, равную Δl. 

Начальная длина линейного привода l равна: 

   
2

2 1 2 1 ,l x x y y                   (1) 

где (x1; y1) – начальные координаты первой 

секции робота; (x2; y2) – начальные координаты 

второй секции робота. 

Длина отрезка R определяется по формуле: 

 2 2

2 22cos ψ φ +α ,R l l            (2) 

где ρ – расстояние от центра одной из секций 

робота до неподвижной опоры. 

При выдвижении штока на длину, равную 

Δl, новые координаты центра подвижной сек-

ции робота определяются из уравнений: 

21 1 1 1

21 1 1 1

cos(ψ ),

sin(ψ ),

x x l

y y l

 

 
                    (3) 

 

где                                            2 1
1 1ψ ψ ε ε ;  ψ arccos ;  

x x

l

 
     

 
 

          
2 2 22 2 2

1
1

1

ε arccos ;ε arccos .
2 2

l Rl R

lR l R

     
    

   
                                         (4) 

 
Имитационное моделирование 

 

Результаты геометрического расчета двухсекционного робота (табл. 1–3). 
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Таблица 1 

Начальные условия 
 

x1 = 50 мм y1 = 50 мм φ1 = 14 град ρ1 = 27,5 мм α1 = 46,467 град 

x2 = 166,19 мм y2 = 141 мм φ2 = 26,867 град ρ2 = 32 мм α2 = 51 град 

Начальное положение 

 

 

 
Таблица 2 

Движение первой секции, III опора в зацеплении 
 

Δl = 2,5 мм Δl = -10 мм 

x21 = 41,246 мм x21 = 66,147 мм 

y21 =57,848 мм y21 =46,549 мм 

Δγ = 24,685 град Δγ = 34,941 град 

Положение робота 
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Окончание табл. 2 

Δl = -20 мм 

x21 = 76,891 мм 

y21 =49,877 мм 

Δγ = 58,541 град 

Положение робота 

 

 

 
Таблица 3 

Движение второй секции, IV опора в зацеплении 
 

Δl = 20 мм Δl = 10 мм 

x21 = 204,484 мм x21 = 178,495 мм 

y21 = 114,956 мм y21 = 141,225 мм 

Δγ = 92,706 град Δγ = 22,173 град 

Положение робота 
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Окончание табл. 3 

Δl = -10 мм Δl = -20 мм 

x21 = 156,457 мм x21 = 148,789 мм 

y21 = 137,157 мм y21 = 130,737 мм 

Δγ = 18,821 град Δγ = 36,801 град 

Положение робота 

  

 
Выводы 

 

Рассматривается схема двухсекционного 

капсульноподобного мобильного робота с опор-

ными стойками, дискретно взаимодействую-

щими с поверхностью; приведены геометриче-

ские расчеты, демонстрирующие изменение 

положения одной из секции робота в процессе 

работы линейного привода и фиксации одной 

из опорных стоек. 

Анализ полученных результатов позволяет 

ставить задачу об определении методов (алго-

ритмов) управления опорными элементами для 

целенаправленного движения мобильного ро-

бота из начальной точки в конечную, а также 

реализации оптимального программного дви-

жения, зависящего от условий, необходимых 

для выполнения роботом технологической опе-

рации. 
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Тhe control mission of a walking machine model using the example of the inverted mathematical pendulum 

with variable length is solved. The correctness of using a dynamic model of a walking machine to form its control 
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За более чем столетнюю историю исследо-
ваний динамики и управления ходьбой шагаю-
щих механизмов сложились современные ма-
тематические модели процесса ходьбы и под-
ходы к решению задачи стабилизации ходьбы. 
Сложность управления шагающим аппаратом 
состоит в том, что конструкция такого аппарата 
предполагает наличие большого количества 
степеней свободы для обеспечения требуемых 
кинематических и динамических параметров 
шагающих устройств. Также трудно обеспечить 
высокую маневренность таких машин. Система 
управления аппаратом должна обеспечивать 
устойчивость ходьбы в целом, ее эффектив-
ность и возможность отслеживать требуемое 
перемещение. 

Критический анализ выполненных исследо-
ваний в области управления ходьбой двуногих 
шагающих аппаратов показывает, что исследо-
вания эти проводятся не только специалистами 

в области робототехники [1; 2], механики, ав-
томатики, но и в институтах ортопедии и про-
тезирования. Как правило, сначала решается 
задача возможности управления ходьбой про-
стой модели шагающего аппарата, затем сни-
маются заданные ограничения, выполняется 
анализ ходьбы на модели, учитывающей ее 
инерционные свойства и изменения длины но-
ги. Затем полученные результаты подтвержда-
ются различными экспериментальными иссле-
дованиями, в том числе биомеханическими ис-
следованиями на основе высокоскоростной 
съемки движений человека. 

 

Точечная модель  

шагающего аппарата 
 

Рассматривается простейшая модель двуно-

гого шагающего аппарата с точечной массой, 

невесомыми ногами и нулевыми размерами 

стоп,  изменяемая  длина  ноги обеспечивает го- 
_________________________ 

© Борина А. П., Терешин В. А., 2025. 
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ризонтальное перемещение [3]. В предположе-

нии медленности изменения длины ноги и ма-

лости ширины шага можно линеаризовать 

уравнения такого движения. В этой постановке 

задачи аппарат на каждом шаге представляет 

собой перевернутый математический маятник 

переменной длины, план положений которого 

схематично представлен на рис. 1. Индексы «s» 

(start) и «f» (finish) обозначают начало и конец 

шага, «i» соответствует номеру шага. 

 

 
 

Рис. 1. План положений идеального механизма шагающего аппарата 

 
Приближенный закон движения центра 

масс с учетом начальных условий вдоль гори-

зонтальной оси будет иметь вид: 

1 1
,

2 2

kt kts s
s s

z z
z z e z e

k k

   
      

   
     (1) 

где sz  и sz  – координата и скорость в начале 

шага, /k g L  – частота свободных колеба-

ний математического маятника, L – высота цен-

тра тяжести, t – произвольный момент времени, 

g – ускорение свободного падения. Для синтеза 

закона управления удобно воспользоваться фа-

зовым портретом, на котором движение пере-

вернутого маятника в окрестности положения 

неустойчивого равновесия отображается се-

мействами гипербол, разделенными линейными 

сепаратрисами. На основе измерения ошибки 

i  как разности между координатой точки при 

вертикальном положении ноги и ее программ-

ным значением в этот же момент времени оп-

ределяется координата в конце шага 

max
( )1

2 2

i p i di
f

arctg k kz
z

  
  

 
 и место по-

становки ноги в начале следующего шага 

1
( )1

2

i
f i p i di

s

z arctg k k
z

k


  

   
 

, где kp  

и kd – коэффициенты обратных связей по ошиб-

ке и ее скорости, zmax – конструктивно допус-

тимая ширина шага. Подбирая коэффициенты 

обратных связей, можно найти устойчивые ре-

жимы движения, не заканчивающиеся падени-

ем машины, что показано на рис. 2.  

 

 
 

Рис. 2. Фазовый портрет ускоренной ходьбы 
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Продифференцировав (1) по времени и со-

поставляя с (1), получаем для произвольного 

шага зависимость  
2 2 2 2 2 2

s sz k z z k z   .                (2) 

При движении вперед и при малых значе-

ниях sz  и sz  уравнение (2) имеет фазовые тра-

ектории в виде гипербол 

2 2 2 2 2
s sz z k z k z   .                (3) 

 

Описание эксперимента 
 

Для подтверждения теоретических резуль-

татов были проведены экспериментальные ис-

следования совместно с Российским НИИ 

травматологии и ортопедии имени Р. Р. Вреде-

на Росмедтехнологий. Испытания выполнялись 

на движущейся беговой дорожке и регистриро-

вались с помощью высокоскоростной видеока-

меры фирмы Fastec HaSpec с частотой 100 кад-

ров в секунду. Объектом испытаний был здоро-

вый человек.  

Исследовались режимы ходьбы с различной 

скоростью и шириной шага, торможение и при-

седание. В результате была получена раскад-

ровка движений человека, представленная  

на рис. 3.  

 

 
 

Рис. 3. Кинограмма шага с тактом 0,1 с 

 

Каждое изображение переводилось в Auto-

CAD и масштабировалось. По координатам на-

клеенных на человека марок определялось по-

ложение центров тазобедренного «В» и опорно-

го голеностопного «F» суставов. Полученных 

данных оказалось достаточно для определения 

закона движения туловища человека и построе-

ния фазовой траектории горизонтального пере-

мещения на правой ноге, представленной на 

рис. 4 сплошной линией. На рисунке кроме экспе-

риментальной представлена пунктирной линией 

теоретическая фазовая траектория с параметра-

ми, определенными из эксперимента L = 0,875 м, 

0,134s Bsz z    м и 0,5s Bsz z   м/с, вели-

чина параметра L определена как среднее зна-

чение yB (рис. 3).  

 

 
 

Рис. 4. Фазовые траектории пяти шагов: 
––––   экспериментальная кривая; – – –  теоретическая кривая 
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Математическая модель динамики  

шагающего аппарата 
 

После определения области устойчивости  

в пространстве коэффициентов обратных свя-

зей и оценки качества отработки различных 

режимов и ситуаций при ходьбе выполнен ана-

лиз движения аппарата на модели, учитываю-

щей его инерционные свойства и управление 

длиной ноги [4], кинематическая схема которо-

го представлена на рис. 5. 

 

 

 
 

Рис. 5. Кинематическая схема двуногого шагающего аппарата 

 

 

Для составления уравнения движения дву-

ногого шагающего аппарата использовано об-

щее уравнение динамики, для описания инер-

ционных свойств аппарата учтена масса и мат-

рица инерции корпуса как абсолютно твердого 

тела. Взаимодействие стопы с опорой описано 

только вектором силы. Рассмотрена фаза дви-

жения, во время которой аппарат опирается на 

левую ногу. Движение на правой ноге описыва-

ется аналогичными уравнениями. 

 

  1 2 3x y z zK zK zKx mg y z M M M                

0,L L L L L L xL L yL L zL LM M R k F x F y F z                                          (4) 

 
где , , , , ,x y z    – углы конечных поворотов 

и координаты центра тяжести корпуса, 

, ,L L Lx y z  – координаты точки постановки ле-

вой стопы в глобальной системе, , ,L L Lk   – 

углы поворота левого тазобедренного шарнира 

и длина левой ноги, x , y , z  и xLF , yLF , 

zLF  – проекции главного вектора сил инерции 

и вектора силы, действующего на стопу со сто-
роны опоры, на оси неподвижной системы ко-

ординат; 1
Ф
zКM , 2

Ф
zКM , 3

Ф
zКM  – проекции век-

тора главного момента сил инерции на оси 

промежуточных систем координат; LR  и LM , 

LM  – движущая сила, действующая вдоль но-

ги, и движущие моменты в приводах.  

Уравнения движения (4), дополненные на-

чальными условиями и координатами места по-

становки ноги, определяемыми из любых двух 

приведенных ниже уравнений движения пере-

вернутого маятника (5) позволяют исследовать 

изменения обобщенных координат корпуса, уг-

лов поворота и тазобедренных шарниров, длин 

ног, движущих моментов, сил и мгновенных 

мощностей в приводах при ходьбе и динамиче-

ском стоянии. 
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Временные зависимости и фазовые портре-

ты движения в режиме прямолинейной равно-

мерной ходьбы [5] представлены на рис. 6 и 7, 

на которых сплошные линии соответствуют 

движению шагающего аппарата, а пунктирные – 

его идеальному механизму. Крестиками отме-

чено начало каждого шага. Траектория идеаль-

ного механизма получена из первых двух урав-

нений перевернутого математического маятни-

ка системы (5) при тех же начальных условиях, 

что и для модели реального объекта. Числен-

ные исследования подтвердили малость откло-

нений фактического движения аппарата от же-

лаемого. 
 

 
 

Рис. 6. Зависимости координат центра тяжести аппарата и его идеальной модели  
от времени при прямолинейной ходьбе с постоянной скоростью 

 

 
 

Рис. 7. Фазовые портреты движения аппарата и его идеальной модели  
при прямолинейной ходьбе с постоянной скоростью 

 

Фазовые портреты вдоль оси z на рис. 7 схожи с графиками на рис. 2 и 4.  
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Выводы 
 

В работе рассмотрена плоская задача о дви-

жении статически неустойчивого двуногого 

шагающего аппарата по горизонтальной пря-

мой. В качестве модели выбрана материальная 

точка с невесомыми ногами.  

Полученные в ходе эксперимента результа-

ты позволили решить задачу идентификации 

системы управления ходьбой и показали доста-

точную адекватность разработанной математи-

ческой модели шагающего аппарата движению 

реального объекта. 
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В статье предлагается способ обхода мобильным роботом одного статичного препятствия, когда геомет-

рический центр препятствия располагается в непосредственной близости к прямой линии, проходящей через 

точки стартовой и финальной позиций робота. Для обхода препятствия используется отклоняющая сила, 

перпендикулярная вектору скорости центра масс робота вблизи препятствия.  
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METHOD FOR A ROBOT BYPASSING A STATIC OBSTACLE 

ON THE HORIZONTAL PLANE USING A DEFLECTIVE FORCE 
 

Volgograd State Technical University 
 

The article proposes a method for a mobile robot to bypass a single static obstacle, when the obstacle's center is lo-
cated in close proximity to a straight line passing through the robot's starting and final positions. To bypass the obsta-
cle, a deflective force is used that is perpendicular to the velocity vector of the robot's center of mass near the obstacle. 

Keywords: mobile robot, motion planning, obstacle avoidance, potential field method, computer modeling. 
 

Введение 
 

Разработка алгоритмов автоматической на-

вигации мобильных роботов в условиях нали-

чия препятствий представляет собой актуаль-

ную задачу робототехники. Существует боль-

шое количество различных подходов к реше-

нию задачи автоматической навигации [1–3]. 

Одним из направлений решения данной задачи 

является использование методов, основанных 

на применении виртуальных (искусственных) 

силовых полей, которые позволяют эффективно 

планировать движение робота [2]. К группе 

данных методов можно отнести метод, описан-

ный в статьях [4; 5]. При исследовании указан-

ного метода была выявлена проблема зацик-

ленного движения робота вблизи препятствия, 

схожая проблеме локальных минимумов клас-

сических методов искусственных полей [6].  
_________________________ 
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В статье [7] предложен метод исключения ос-

цилляций робота за счет смещения исходного 

отталкивающего поля относительно статичного 

препятствия. В данной статье предлагается 

способ исключения осцилляций робота, осно-

ванный на использовании отклоняющей силы, 

перпендикулярной вектору скорости центра 

масс робота вблизи препятствия. 
 

1. Постановка задачи 
 

Необходимо предложить подход по преодо-
лению статичного препятствия за заданное 
время для случая, когда центр препятствия рас-
полагается вблизи прямой линии, соединяющей 
начальную и конечную точки положения цен-
тра масс мобильного робота. При этом мобиль-

ный робот и препятствие моделируются окруж-
ностями. Масса робота сосредоточена в гео-
метрическом центре окружности.  

Робот осуществляет перемещение по гори-

зонтальной плоскости без сил сопротивления 

движению, обладая идеальной маневренностью 

(центр масс робота способен реализовать дви-

жение в любом направлении сколь угодно бы-

стро). Перемещение центра масс мобильного 

робота (МР) реализуется из начальной точки A 

в целевую B, в которую необходимо попасть за 

отведенное время τ  с заданными начальными  

и конечными координатами и скоростями цен-

тра масс МР: 0 0 0 0, , ,x y x y  и τ τ τ τ, , ,x y x y  

(рис. 1). 

 

    
                                     а                                                                                        б 
 

Рис. 1. Обход препятствия с помощью центрально-симметричного  

отталкивающего поля (а) и отклоняющей силы (б) 

 
2. Предлагаемый способ 

 

В статьях [4; 5] обход препятствия реализу-

ется следующим образом. В процессе движения 

мобильного робота в зоне действия потенци-

ального поля [rmin … r0] на него воздействует 

виртуальная пружина жесткостью c (рис. 1, а). 

Данное воздействие позволяет роботу (радиу-

сом R) избежать столкновения с препятствием 

(радиусом RO), при соответствующем расчете 

параметра поля с (жесткости виртуальной пру-

жины) из условия безударного обхода [4]. На-

правление силы F действия виртуальной пру-

жины всегда противоположно радиальной со-

ставляющей V|| вектора скорости V робота. 

Предлагается заменить виртуальную пружину 

на силу F (рис. 1, б), направленную перпенди-

кулярно вектору скорости V, когда линия век-

тора скорости пересекает границу опасной  

зоны радиуса rmin. После успешного обхода пре-

пятствия сила перестает действовать без обяза-

тельного выхода робота из зоны радиуса r0. 
 

3. Общий алгоритм обхода препятствия  

с помощью отклоняющей силы 
 

I этап – движение робота вне зоны обнару-

жения препятствия r0. На первом этапе (рис. 2) 

робот движется из стартовой точки A к целевой 

точке B по законам, например, вида [4]: 

11 12 13 14 ,kt ktx C C t C e C e     

21 22 23 24 ,kt kty C C t C e C e                 (1) 

где константы интегрирования 
ijC  определяют-

ся из заданных граничных условий: 

0 0 0 0, , ,x y x y  и τ τ τ τ, , , .x y x y   

II этап – обнаружение препятствия сенсор-

ной системой мобильного робота и активация от-

клоняющей силы F. На втором этапе происходит 

обнаружение препятствия, например, с помощью 

лидара и определение радиуса моделирующей 

окружности RO, координат ее центра О [8].  
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Рис. 2. Схема обхода препятствия с помощью отклоняющей силы 

 

  

После этого производится проверка пересе-

чения траекторией робота (1) границы опасной 

зоны вокруг препятствия радиуса rmin. Если пе-

ресечения нет – движение к целевой точки B 

продолжается по законам (1), уклонение от 

препятствия не требуется. При определении 

пересечения активируется сила F, перпендику-

лярно направленная к вектору скорости V для 

каждого последующего момента времени. За-

коны движения центра масс робота на втором 

этапе могут быть выражены зависимостями  

вида (2): 

 

 

cos sin ,

sin cos .

1
1 1 1 1

1 1

1
1 1 1 1

1 1

mV F F
x x y y t x t

F mV mV

mV F F
y y x y t x t

F mV mV

     
        

      


    
       

     

                                       (2) 

 

 

Величина силы F определяется из соотно-

шения (3): 

.2 *
1

F mV R                        (3) 

В формулах (2) и (3) соответственно: 1,x  

1,y  1,x  1,y  – координаты и скорости центра 

масс робота в момент активации силы F; m – 

масса робота; 1V  – величина абсолютной скоро-

сти в момент активации силы F; R
*
 – радиус 

дуги окружности (траектории центра масс ро-

бота в режиме уклонения от препятствия), ве-

личина которого определяется из геометриче-

ских условий касания траекторией робота ок-

ружности радиуса rmin и ее сопряжения с участ-

ком траектории (1) в точке  1 1,  x y .  

Второй этап продолжается до тех пор, пока 

робот или не покинет зону обнаружения пре-

пятствия r0, или пока траектория робота (2) не 

пересечет в некоторой точке C  2 2,  x y  линию 

BD, касательную к окружности радиуса rmin  

и проходящую через целевую точку B.  

III этап – завершение движения робота  

в целевую точку за оставшееся время. Движе-

ние центра масс робота на III этапе происходит 

по законам I этапа (1) с переопределением на-

чальных условий: 0 2,x x  0 2,y y  0 2 ,x x  

0 2 ,y y  времени τ τ τI II   и соответствую-

щим перерасчетом констант .ijC   

 

4. Результаты  

компьютерного моделирования 
 

Для подтверждения работоспособности пред-

лагаемого способа решения проблемы зацик-

ленного движения робота вблизи препятст- 

вия были проведены численные эксперимен- 

ты в авторском программном инструменте, 

реализованном на языке программирования C# 

(рис. 3).  
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Рис. 3. Движение робота с конечной скоростью 2 /By м с : 
а – обход препятствия с помощью центрально-симметричного поля; б – обход препятствия с помощью отклоняющей силы 

 
Заключение 

 

Анализ полученных результатов показыва-

ет, что предложенный способ (на основе откло-

няющей силы) обхода роботом статичного пре-

пятствия позволяет исключить проблему ос-

цилляции робота вблизи статичного препятст-

вия (рис. 3, а) и обеспечить роботу достижение 

целевого положения за отведенное время (рис. 

3, б). Рассмотренный способ может быть ис-

пользован для обхода роботом нескольких ста-

тичных препятствий, расположенных на значи-

тельном удалении друг от друга, и применен в 

составе других методов автоматического пла-

нирования движения робота с соответствую-

щим учетом ограничений на скорости и уско-

рения робота. Использование представленного 

способа для обхода роботом группы близко 

расположенных друг к другу препятствий по-

требует модификации описанного алгоритма.  
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Введение 
 

В электроприводе робототехнических сис-

тем под оптимальным управлением понимают 

набор управляющих параметров, обеспечиваю-

щих наилучшее, с точки зрения заданных крите-

риев, поведение робототехнической системы, ее 

движение к цели по оптимальной траектории 

[1]. Управляющие параметры рассматривают 

как функции времени, что допускает их измене-

ние в ходе процесса для выбора на каждом этапе 

оптимальных значений. Оптимальные значения, 

рассматриваются с учетом экономических ас-

пектов, энергетических показателей, режима ра-

боты робототехнической системы и электропри-

вода на всех этапах жизненного цикла изделия. 

Использование стандартных модулей при 

реализации оптимального управления электро-

приводом захватного устройства требует опре-

деления оптимальной диаграммы тока якоря 

     и скорости вращения      и реализации 
параметров ШИМ-управления, обеспечиваю-

щих изменение напряжения якоря     , соот-
ветствующее оптимальным диаграммам. Фор-

мирование импульсов управления осуществля-

ет контроллер, который в соответствии с аппа-

ратными возможностями и заданным алгорит-

мом отрабатывает программу управления, на-

кладывая дополнительные программные и вре-

менные ограничения на реализацию оптималь-

ных диаграмм. 
_________________________ 

© Ветлицын М. Ю., 2025. 

* Исследование выполнено за счет средств программы развития ВолгГТУ «Приоритет 2030», в рамках научного 

проекта 35/637-24. 
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Реализация ШИМ-управления  

электроприводом рабочего органа  

адаптивного захватного устройства 
 

Задача оптимального управления по мини-

мизации энергозатрат [1; 2] захватным устрой-

ством сформулирована в виде функций тока 

якоря   τ  и скорости   τ , доставляющих мак-

симум перемещения рабочего органа по обоб-

щенной координате α за время τ (в относитель-

ных единицах): 

α     τ  τ
 

 
                   (1) 

Оптимальное управление электропривода-

ми непрерывного режима работы при постоян-

стве момента сопротивления и максимуме ин-

теграла (1) достигается при параболической 

диаграмме скорости вращения   τ , удовлетво-
ряющей уравнению: 

  
 α

  
 τ 

τ 

 
                        (2) 

и линейной диаграмме якоря   τ : 

   
 
 

 α

  
   

 τ

 
                    (3) 

Применение современных цифровых кон-

тролеров и драйверов значительно усложняет 

математическое описание оптимальных функ-

ций скорости и тока ввиду импульсного способа 

формирования управляющих воздействий и воз-

никающих при этом колебаний движущего мо-

мента и вариаций момента сопротивления [3]. 

Реализация оптимального управления произ-

водилась на электроприводе захватного устрой-

ства (ЗУ), схематично представленного на рис. 1. 

ЗУ состоит из двух независимых приводов  

с встроенным редуктором ПР, преобразовате- 

ля П, кривошипного передаточного механизма 

ПМ и двухэластичных рабочих органов РО. К ра-

бочему органу ЗУ приложена сила  пр от электро-

двигателя, и сила сопротивления    от объекта 

удержания. Независимое управление каждым ра-

бочим органом обеспечивает снижение момента 

сопротивления на один двигатель и дает возмож-

ность использования микродвигателей постоян-

ного тока в условиях ограниченных габаритов ЗУ 

при применении критерия оптимального управ-

ления для уменьшения нагрева [1; 2].  

 

 
 

Рис. 1. Упрощенная функциональная схема захватного устройства 

 

На рис. 2 представлены осциллограммы из-

менения тока двух электроприводов в режимах 

на открытие и закрытие рабочего органа. Экс-

периментальный вид кривой (1) имеет отличие 

от расчетных (кривая 2), так как в режиме 

ШИМ-управления получение линейной кривой 

невозможно, а приближение к оптимальной 

диаграмме реализуется уменьшением времени 

открытия транзисторов Н-моста при постоян-

ном периоде ШИМ-управления.  
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Рис. 2. Сравнение экспериментального (1) характера изменения тока и расчетного оптимального (2) для ЗУ: 

а – движение на открытие; б – движение на закрытие 

 
Для преодоления микродвигателем пуско-

вого момента сопротивления и приближения 

реальной диаграммы скорости      в режиме 
ШИМ-управления к оптимальной в начальный 

момент на якорь допустимо подавать напряже-

ние    макс и  откр   импульс. Под действием 

 макс ток якоря будет возрастать с начальной 

скоростью, через несколько импульсов ШИМ-

управления ток якоря уменьшится до начально-

го значения, рекомендованного оптимальной 

диаграммой, после чего можно увеличивать 

время tпауз паузы для получения оптимальной 

характеристики тока и скорости. Индуктив-

ность якоря не влияет на расчетную форму оп-

тимальной диаграммы тока, но влияет на вид 

реальной кривой тока на каждом периоде 

 импульс и на величину действующего на якорь 

напряжения. Увеличение тока якоря в конце 

интервала  дви  связано с увеличением момен-

та сопротивления при захвате объекта РО. 
 

Влияние конструкции ЗУ и ШИМ-управления 

электроприводом на характер момента 
 

Система уравнений, определяющая измене-

ния момента   и скорости   при ШИМ-управ-

лении, может быть представлена в виде [4; 5]: 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 я  
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         откр

 я   
 ЕФФдв     
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где  я – ток якоря электродвигателя;   – напря-
жение на якоре;   – время;  я – сопротивление 
якоря; Фдв – полезный результирующий маг-

нитный поток;  ЕФ и   ф – постоянные электро-

двигателя;  я – постоянная времени обмотки 
якоря;    – ток в начале интервала  импульс; 

       откр  – ток в конце интервала  откр; 
  с – суммарный момент сопротивления на ва-
лу;   – скорость вращения вала двигателя;  
     – электромеханический момент двигате-

ля;   – момент инерции двигателя, редуктора  
и захватного устройства, приведенный к валу 
электродвигателя;    – отклонение скорости вра-
щения от усредненного значения  ;    – шаг 
расчета на интервале  импульс;  импульс   откр  
 пауз – период цикла управления. Решение сис-

темы (4) на интервале  импульс       с при  я  
       м          с, при условии 
    ном,  откр   пауз   импульс   представ-

лено на рис. 3.  

 

а 

 
  

б 

 
  

в 

 
 

Рис. 3. Расчетные графики колебаний                 
 

Ток якоря имеет пульсации экспоненциаль-

ного характера    (4), что приводит к соответ-
ствующим изменениям момента    [4]. При 

подключении на короткое время посредством 

ШИМ-управления двигателя к источнику пита-

ния могут возникать колебания РО, расчетные 

колебания частоты вращения относительно  ср 

имеют дискретный характер, определяемый 

шагом расчета   . 

Заключение 
 

Экспериментальные исследования оптималь-

ного управления для захватных устройств пока-

зали, что реализация расчетной оптимальной ха-

рактеристики изменения тока якоря связана  

с различными динамическими процессами, оп-

ределяемыми кинематической схемой и спосо-

бом управления. При использовании ШИМ-

управления для ЗУ экспериментальный характер 
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изменения тока якоря, близкий к оптимальному, 

обеспечивает требуемую производительность 

электропривода в заданное время T и может быть 

программно настроен на одно из условий опти-

мизации, но ограничен возможностью возник-

новения колебаний РО вследствие характера из-

менения движущего момента. На рис. 4 пред-

ставлен экспериментальный характер тока якоря 

при аппроксимации оптимального движения в ре-

жиме ШИМ-управления, наглядно отражающий 

сложный характер изменения движущего мо-

мента, определяющего динамику движения РО. 

 

 
Рис. 4. Экспериментальный характер тока якоря при аппроксимации оптимального движения  

в режиме ШИМ-управления 

 

Дополнительным достоинством оптималь-

ного ШИМ-управления оказывается близкое  

к минимуму потребление энергии при выпол-

нении операции открытия-закрытия ЗУ, по-

скольку часть заданного времени выполнения 

программы приходится на участок паузы сле-

дования импульсов, что на рис. 4 видно сниже-

ниями значений величины тока якоря. 
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The article discusses the use of the Particle Swarm Optimization method as an algorithm for solving the inverse 
problem of manipulator kinematics with an excessive number of degrees of freedom. It is shown that using this 
method to find the optimal manipulator configuration allows minimizing the gripper positioning error. The algo-
rithm operation was simulated for a number of test problems under conditions of various initial manipulator configu-
rations and target positions, and the efficiency of the proposed approach was determined.  

Keywords: Manipulator control system, inverse kinematics problem, particle swarm optimization, optimization 
methods, excessive number of degrees of freedom. 

 

Введение 
 

В настоящее время манипуляторы находят 
применение в различных отраслях промышлен-
ности и сферах услуг. В рамках широкого спек-
тра задач существуют такие, где предъявляются 
особые требования к области достижимости 
манипуляторов с учетом существующих в ус-
ловиях данной задачи пространственных огра-
ничений. Это привело к появлению манипуля-
торов, способных обеспечить данные требова-
ния – главным образом, манипул торов с из-
быточным числом степеней подви ности 
(МИСП). Наличие дополнительных степеней 
подвижности позволяет МИСП корректно по-
зиционировать схват по положению и ориента-
ции на тех участках рабочей области, доступ  
к которым затруднен ввиду особенностей вы-
полняемой операции [1]. Например, при вы-
полнении сварочных операций такой особенно-

стью может являться форма свариваемых изде-
лий. На рис. 1 показано преимущество 7-сте-
пенного робота-манипулятора (рис. 1, б) перед 
обычным 6-степенным роботом-манипулято-
ром (рис. 1, а) – наличие дополнительной сте-
пени подвижности позволяет обрабатывать 
весь периметр сварного шва [2]. 

Однако наличие дополнительных степеней 
подвижности приводит к изменениям в синтезе 
системы управления манипулятором, в частно-
сти, в решении обратной задачи кинематики 
(ОЗК). Решение ОЗК заключается в нахожде-
нии обобщенных координат сочленений мани-
пулятора по заданным значениям положения  
и ориентации схвата [3] (рис. 2, а). В отличие 
от нее прямая задача кинематики (ПЗК) опре-
деляет по заданным значениям обобщенных 
координат соответствующие значения положе-
ния и ориентации схвата (рис. 2, б). 

 

 
Рис. 1. Демонстрация сварочной операции: 

а – 6-степенной робот-манипулятор; б – 7-степенной робот-манипулятор 

а 

б 
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                                              а                                                                                            б 

 

Рис. 2. Две задачи кинематики манипулятора: 
а – обратная (ОЗК) и б – прямая (ПЗК) 

 

Положение ОЗК в общей структуре систе-

мы управления манипулятором представлено 

на рис. 3. 
 

 
Рис. 3. Обобщенная иерархия задач  

управления манипулятором 
 

В случае МИСП число степеней подвижно-

сти манипулятора превышает число простран-

ственных степеней свободы схвата. Такая из-

быточность увеличивает область достижимости 

манипулятора, но приводит к появлению мно-

жественности возможных решений, что накла-

дывает ограничения на выбор подходящего ме-

тода решения ОЗК [4]. 

Так, традиционные аналитические методы 

решения ОЗК основываются на выводе явных 

математических выражений для переменных 

обобщенных координат, что возможно только  

в сравнительно простых системах с ограничен-

ным числом степеней подвижности [5]. В слу-

чае избыточных степеней подвижности анали-

тические методы не подходят для практическо-

го применения, поскольку сложность вывода 

уравнений значительно возрастает из-за мно-

жественности возможных решений [6]. Более 

того, такой подход не позволяет эффективно 

учитывать дополнительные критерии оптими-

зации, такие как отсутствие коллизий [7]. 

Численные методы, включая градиентный 

спуск и алгоритмы Ньютона, часто применяются 
для поиска решений в многомерных пространст-
вах [8]. Однако и они имеют свои ограничения. 
Во-первых, данные методы сильно зависят от 
выбора начальной точки, что может привести  
к застреванию в локальном оптимуме [9].  

Во-вторых, вычислительная сложность этих ме-
тодов возрастает экспоненциально с увеличени-
ем размерности задачи, что существенно снижа-
ет их эффективность в случае МИСП [10]. 

Вопрос выбора оптимального подхода к ре-
шению ОЗК стоит особенно остро в тех случаях, 

когда робот-манипулятор функционирует в ди-
намичной среде, поскольку в этом случае неде-
терминированность рабочей области может по-
требовать от системы управления проводить не-
прерывные вычислительные операции в режиме 
реального времени для нахождения актуального 

в текущий момент решения ОЗК [11]. В качестве 
целевого примера предлагается рассмотреть се-
миосевой МИСП «KUKAiiwa 14 R820», асси-
стирующий человеку при выполнении сбороч-
но-монтажных операций (рис. 4) [12]. 

Как следует из рис. 4, в рабочей области 

МИСП присутствует ряд динамичных объек-
тов, что требует при поиске оптимальной кон-
фигурации манипулятора учесть еще один кри-
терий – отсутствие коллизий, где под колли-
зиями понимается столкновение с объектами 
окружающего пространства. Геометрия данных 

объектов выступает дополнительным факто-
ром, формирующим пространство поиска воз-
можных решений ОЗК. 
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Рис. 4. Совместное выполнение сборочно-монтажных 
операций с помощью МИСП 

 

Таким образом, приведенные особенности 

обусловливают необходимость поиска альтерна-

тивных подходов, которые способны эффектив-

но справляться с многокритериальными оптими-

зационными задачами в рамках управления 

МИСП. Данная проблема была исследована  

в ряде работ, где авторы предложили использо-

вать нейросетевые и эвристические методы оп-

тимизации для повышения эффективности ре-

шения ОЗК [13–15]. Однако и в этих публикаци-

ях не учитывалась возможность возникновения 

коллизий при движении манипулятора; кроме 

того, для самих методов характерно существен-

ное снижение вычислительной эффективности 

при увеличении размерности пространства по-

иска, а также невозможность достижения гло-

бального оптимума для ряда случаев [16; 17]. 

В данной работе в качестве альтернативного 

подхода предлагается использовать метод ро  

частиц (Particle Swarm Optimization – PSO), осно-

ванный на применении роевого интеллекта и ими-

тирующий поведение природных популяций, ко-

торый демонстрирует высокую эффективность 

при решении оптимизационных задач в высоко-

размерных пространствах поиска [18]. Благодаря 

этому алгоритм метода роя частиц уже получил 

применение в различных прикладных научных 

областях, включая робототехнику [19]. 
 

Применение метода роя частиц  

для решения ОЗК МИСП 
 

Следует подробнее рассмотреть метод роя 

частиц. В основе этого метода, предложенного 

Р. Эберхартом и Дж. Кеннеди в 1995 г., лежит 

процесс, схожий с поведением птиц в стае  

и рыб в косяке: группа частиц (аналогично стае 

птиц) совершает поиск оптимального состоя-

ния в пространстве решений. Каждая частица 

делится своей текущей лучшей позицией с од-

ной или несколькими другими частицами в рое 

после смещения в пространстве решений. В ре-

зультате каждая частица определяет свой сле-

дующий шаг в пространстве решений на основе 

траектории каждой другой частицы (социаль-

ный компонент) и инерциальной составляющей 

(инерциальный компонент), зависящей от сво-

его состояния на предыдущем шаге (когнитив-

ный компонент). После того как все частицы 

обновляют свои позиции в текущей итерации, 

начинается следующая итерация процесса по-

иска, исследующая области, близкие к оптиму-

му. Результатом всего процесса является нахо-

ждение глобального оптимума целевой функ-

ции, куда сходится весь рой. Блок-схема алго-

ритма с пояснениями представлена на рис. 5. 

 

 
 

Рис. 5. Блок-схема алгоритма PSO 
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Применим этот метод при постановке опти-

мизационной задачи в рамках решения ОЗК ма-

нипулятора. Для наглядности представления 

рассмотрим плоский двухзвенный манипулятор, 

схват которого необходимо переместить в целе-

вую точку (рис. 6). Помимо манипулятора в ра-

бочей области также присутствует препятствие, 

столкновение с которым нужно избежать. 

 

Рабочая среда манипулятора Математическое пространство поиска 

 

 
 

Рис. 6. Иллюстрация постановки оптимизационной задачи в рамках решения ОЗК 

 

В методе роя частиц положение     
    каж-

дой частицы на текущем шаге обновляется со-

гласно выражению     
        

      
   ,     

   по-

ложение частицы на предыдущем шаге,     
    – 

вектор перемещения частицы [20]. В рамках 

решения ОЗК манипулятора с двумя степенями 

подвижности каждая частица            
 – 

это вектор из двух элементов, соответствую-

щих значениям обобщенных координат сочле-

нений манипулятора. 

Далее необходимо определить целевую 

функцию      . Как правило, для этой цели ис-
пользуются уравнения ошибки по положению 

      и ориентации       схвата [21]. 

Уравнение ошибки по положению       
выглядит следующим образом: 

 

                          
 
          

 
          

 
               (1) 

где               – желаемое положение схвата манипулятора. 

Уравнение ошибки по ориентации       можно записать аналогично: 

                          
 
          

 
          

 
                (2) 

 
где               – желаемая ориентация 

схвата манипулятора. 

Кроме того, поскольку требуется не учиты-

вать те конфигурации манипулятора, при кото-

рых он может пересечь препятствие, к общей 

величине ошибки необходимо добавить соот-

ветствующий множитель    
 
 
 , который будет 

принимать значения 0 и 1 при наличии и отсут-

ствии коллизий соответственно. 

Таким образом, итоговое выражение для це-

левой функции             примет следую-

щий вид: 

            
 

   α             
  ,    (3) 

где α   – весовые коэффициенты, учитываю-

щие влияние ошибки по положению и по ори-

ентации схвата соответственно. 

В рассматриваемом случае пространство 

поиска возможных решений ОЗК будет двух-
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мерным, где каждому вектору    
  
  
  со-

ответствует некоторое значение целевой функ-

ции     . 
Очевидно, в случае МИСП, имеющего семь 

степеней подвижности, пространство поиска 

будет являться семимерным пространством,  

а искомый вектор – вектором    

  
 
  
 , содер-

жащим семь значений обобщенных координат.  

В остальном применение метода роя час-

тиц для ОЗК МИСП не отличается от ранее 

рассмотренного случая двухзвенного мани-

пулятора. 

Как следует из (1)–(3), целевая функция 

требует нахождения положения схвата манипу-

лятора, соответствующего текущей конфигура-

ции   его сочленений, то есть решения прямой 

задачи кинематики (ПЗК). 

Формула ПЗК имеет следующий вид [22]: 

 

  
  
  
 

    
  

  
  
  
 

   

где           
            

  – векторы началь-

ной и конечной систем координат соответст-

венно;   
  – матрица однородных преобразова-

ний для n-й системы координат относительно 

нулевой системы координат, которая может 

быть вычислена по следующей формуле [22]: 

  
                          

        
        
        
    

     
   

 

  
   

здесь векторы           
 
            

 
  

          
 

 определяют направления осей 

         относительно нулевой системы коорди-

нат;   
  – матрица вращения n-й системы коорди-

нат;   
  – вектор линейного смещения начала ко-

ординат  -й системы относительно нулевой сис-

темы координат;       – матрица однородных 

преобразований для  -й системы координат отно-
сительно      -й системы координат. 

Таким образом, оптимизационный алгоритм 

метода роя частиц применительно к решению 

ОЗК МИСП примет вид (рис. 7). 

Полученный алгоритм был реализован в ви-

де программного кода, где в ходе эмпирическо-

го анализа была выбрана численность роя, рав-

ная 500, а также коэффициенты α и   целевой 

функции, равные 1. 

 

 

 
 

Рис. 7. Применение алгоритма метода роя частиц для решения ОЗК МИСП 
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Моделирование решения ОЗК  

для тестовых примеров 
 

Как было упомянуто ранее, разработка оп-

тимального алгоритмического решения ОЗК 

особенно актуальна для тех задач, которые ро-

бот-манипулятор выполняет в режиме реально-

го времени. В связи с этим критически важным 

критерием оценки эффективности алгоритма 

является время решения им ОЗК. В данном 

случае решение ОЗК является итерационным 

процессом, поэтому это время соответствует 

длительности цикла сходимости целевой функ-

ции (3). 

Длительность цикла сходимости целевой 

функции изначально представляет собой коли-

чество итераций, которое должен выполнить 

алгоритм для того, чтобы найти значение аргу-

мента, соответствующего оптимальному значе-

нию целевой функции. В рамках практического 

применения значение имеет временная оценка 

длительности. Соответствие числа итераций  

и времени выполнения всего расчета определя-

ется аппаратным обеспечением, в частности, 

процессором, выполняющим вычисления.  

В табл. 1 представлен период выполнения од-

ной итерации для целевого процессора блока 

управления МИСП и высокопроизводительного 

тестового процессора. 
 

    Таблица 1 

Длительность итерационного цикла ОЗК 
 

Процессор 
Intel Pentium G850 (блок 

управления KRC2) [23] 

Intel Xeon E3-1275 v5  

(тестовый) 

Продолжительность 2,6 мс [25] 1,5 мс [24] 

 

В задачах реального времени цикл решения 

ОЗК манипулятора не должен превышать 100 мс 

[26]. Следовательно, за это время вычислитель-

ная мощность процессора блока управления 

МИСП позволит выполнить 
   

   
     итераций.  

Это значение было использовано для по-

следующей оценки результатов моделирова-

ния для двух тестовых примеров с различ- 

ными конфигурациями МИСП и целевых точек 

(рис. 8, а, в). 

 

              
 

               
 

Рис. 8. Результаты моделирования алгоритма: 
а, в – рабочие области манипулятора, б, г – графики сходимости целевой функции 

а 

в 

б 

г 
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Для каждого из примеров в ходе моделиро-

вания было проведено пять экспериментов.  

В табл. 2 представлены значения целевой 

функции по истечении 38 итераций для каждо-

го из модельных экспериментов в обоих при-

мерах. Поскольку метод роя частиц является 

стохастическим методом, на основе результа-

тов моделирования можно определить матема-

тическое ожидание                     
          и  дисперсию                  
                 

 
Таблица 2 

Результаты экспериментов 
 

№ 
Значение целевой функции    

          
1 2 3 4 5 

1 0,99800 0,99915 0,99994 0,99976 0,99880 0,99913           

2 0,99760 0,99976 0,99947 0,99989 0,99998 0,99934           

 

Отсюда среднее значение математического 

ожидания и дисперсии составляет       
         и                соответствен-

но. Из формулы (3) можно вывести, что данное 

среднее значение математического ожидания 

соответствует ошибке положения схвата, рав-

ной 
 

       
           м      мм, а также 

ошибке ориентации схвата, равной 
 

       
   

         рад        . 
Таким образом, полученные результаты 

подтверждают эффективность предложенного 

подхода для решения ОЗК МИСП. 
 

Заключение 
 

В данной статье оптимизационный метод 

роя частиц был применен для решения ОЗК 

МИСП, функционирующего в реальном времени 

в условиях недетерминированной рабочей сре-

ды, что позволило получить эффективное алго-

ритмическое решение, применимое для управ-

ления реальным МИСП. По результатам моде-

лирования полученного решения было выявле-

но, что в условиях реального времени данный 

алгоритм позволяет решать ОЗК МИСП с точно-

стью, соответствующей величине ошибки 0,7 мм 

по положению и 0,044  по ориентации схвата. 

Предложенный алгоритм отвечает критерию от-

сутствия коллизий, под которыми понимается 

возможность столкновения с объектами окру-

жающего пространства, обеспечивая при этом 

глобальную сходимость за меньшее время. 
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В данной работе решение прямой и обратной задач кинематики для шестизвенного манипулятора RUKA 

будет произведено с использованием теории бикватернионов. Это обусловлено требованием к высокому бы-

стродействию алгоритмов, использующих решение задач кинематики для движения схвата манипулятора по 

программной траектории. Переход от пространства Эйлеровых углов (для ориентации) и декартовых коор-

динат (для позиции схвата манипулятора) в универсальное пространство бикватернионов Клиффорда позво-

ляет повысить точность и скорость расчетов при меньшей вычислительной сложности. 
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K. V. Klimov, A. A. Rogachev, N. K. Safonova, R. M. Chsherbov 
 

FORWARD AND INVERSE KINEMATICS PROBLEMS SOLUTION  

FOR 6DOF MANIPULATOR BY USING BIQUATERNIOS THEORY 
 

Mechanics Institute of Lomonosov Moscow State University 
 

In this work the solution to the forward and inverse kinematics problems for 6DOF manipulator RUKA solved 
by using the theory of biquaternions. This approach is motivated by the requirement for high-speed algorithms that 
use the solution of kinematics problems to move the manipulator grip along a planned trajectory. The transition from 
the space of Eulerian angles for orientation and Cartesian coordinates for the position of the manipulator grip to the 
universal space of Clifford’s biquaternions allows increasing accuracy and speed of calculations due to lower com-
putational complexity. 

Keywords: manipulator, biquaternions, forward kinematics problem, inverse kinematics problem. 
 

Введение 
 

Управление промышленными манипулято-

рами требует решения большого количества за-

дач: построение траектории перемещения схва-

та, построение обратной связи, построение уп-

равления приводами с учетом ограничения 

столкновений, пределов рабочей зоны и элек-

тромеханических параметров и др. [1]. В этом 

списке задачи кинематики (прямая и обратная) 

одни из ключевых для построения управления 

манипуляторами в рамках классической теории 

управления.  Прямая задача  кинематики  (ПЗК) 
_________________________ 

© Климов К. В., Рогачев А. А., Сафонова Н. К., Щербов. Р. М., 2025. 

https://www.quora.com/What-type-of-processor-is-used-for-robots
https://www.quora.com/What-type-of-processor-is-used-for-robots
mailto:arogachev@imec.msu.ru
mailto:safonova.nk@gmail.com
mailto:romanscherbov@gmail.com


ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

44 

 

заключается в вычислении положения схвата 
манипулятора по заданным значениям собст-

венных углов его звеньев и используется как 
обратная связь по положению. Обратная задача 

кинематики (ОЗК) состоит в вычислении соб-
ственных углов поворота звеньев по заданному 

положению схвата и может служить опорной 

уставкой программного движения цикла управ-
ления. ОЗК, как правило, представляет собой 

наибольший интерес в связи с множественно-
стью решения в общем виде и сложностью рас-

четов [1].  

С повышением быстродействия компьюте-
ров активно развиваются численные методы 

решения ОЗК [3–6], позволяющие создавать,  
к примеру, манипуляторы с большим числом 

степеней свободы, для кинематики которых не 
существует аналитических решений [1]. Не-

смотря на то, что при движении схвата по зара-

нее заданному пути время на решение ОЗК не 
играет решающей роли, так как все состояния 

просчитываются заранее, прямое управление 
манипулятором требует высокой скорости ре-

шения ОЗК, так как это влияет на задержки ис-

полнения и точность траектории. Такое прямое 
управление особенно востребовано у нового по-

коления манипуляторов-коботов, работающих  
в непосредственном контакте с людьми. 

ОЗК для шестизвенных манипуляторов, в ко-
торых оси вращения последних трех звеньев 

пересекаются в одной точке, решается анали-

тически. Представленный в работе манипуля-
тор RUKA, как будет описано ниже, обладает 

таким свойством. 
Классические методы аналитического ре-

шения задач кинематики предполагают сле-

дующие этапы: 
1. Описание кинематической схемы в пара-

метрах Денавита-Хартенбегра [1]. Для этого 
соответствующим образом вводятся оси в каж-

дом шарнире и исследуются переходы между 
полученными системами координат.  

2. После введения этих параметров посред-

ством применения различных математических 
конструкций  и алгоритмов могут быть решены 

и ПЗК, и ОЗК [1; 7; 8]. 
Открытые Гамильтоном кватернионы были 

развиты в работах Клиффорда до бикватерни-

онной теории описания механики твердого те-
ла. В книгах [2; 3] излагаются кватернионные  

и бикватернионные модели и методы механики 
твердого тела, которые в дальнейшем приме-

няются для описания кинематики роботов-
манипуляторов [3–6]. 

Аналитический метод решения ПЗК и ОЗК 

в бикватернионной теории требует выполнения 

аналогичных классическому подходу этапов:  

1) введение по определенным правилам 

осей в шарнирах;  

2) определение параметров манипулятора  

в полученных системах координат;  

3) применение математических законов для 

получения требуемого задачами результата. 
 

Прямая задача кинематики  

для шестизвенного манипулятора 
 

Определение систем координат. При ис-

пользовании бикватернионов для кинематиче-

ской модели (рис. 2) робота-манипулятора 

RUKA [10] (рис. 1) представляется удобным 

выбрать следующие системы координат: 

– в первом звене так, что ось    направлена 

вертикально вверх по оси вращения; 

– ось    перпендикулярна   ;  

– ось    расположена так, что составляет 

правую тройку векторов; 

– точка пересечения осей находится в гео-

метрическом центре шарнира; 

– орты в остальных звеньях располагаются 

сонаправленно соответствующим осям в пер-

вом звене; 

– начало осей выбирается аналогично в гео-

метрических центрах шарниров.  

 

 
 

Рис. 1. Шестизвенный манипулятор RUKA 
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Рис. 2. Кинематическая схема манипулятора RUKA 

 

Определение кватерниона вращения. 

Решение прямой задачи кинематики заключа-

ется в нахождении бикватернионов, определяе-

мых для соответствующих звеньев,     
  
  
 , 

где                  – кватернион ориентации, 

                – кватернион сдвига. 

Конечное перемещение схвата (системы ко-

ординат       ) относительно основания (сис-
темы координат       ) является композицией 
относительных конечных перемещений звеньев 

манипулятора.  

В свою очередь, каждое из относительных 

конечных перемещений звеньев (конечное пе-

ремещение i-го звена относительно      -го 
описывается бикватернионом) представляет со-

бой композицию двух перемещений: поворота 

на дуальный угол    вокруг выбранной оси  

и сдвига на радиус-вектор, соединяющий -е  

и (   )-е звенья. Таким образом, получается 

набор бикватернионов, перемножение которых 

дает искомый результат – бикватернион, опи-

сывающий ориентацию и положение схвата  

в начальной системе координат.  
Последовательность конечных перемеще-

ний для i-го звена относительно    -го: 
 

  

(1)

 
 

Для составления бикватернионного описа-

ния манипулятора введем следующие обозна-

чения: 

 
  
 

  
 
              

             

             

             

             

            

 ,                 (2) 

где                 ,           – ква-

тернионы, описывающие радиус-векторы меж-

ду   и       звеньями. 
Бикватернион, описывающий переход от 

системы координат        в систему координат 

      , составляется следующим образом: 

    
  
  
 , 

где        
  

 
           

  

 
 ,             

 . 

Далее к каждой из осей        применяется 

бикватерион    для перехода в оси        соот-

ветственно. 

 

            
 

            
 

            
 

 . 

Здесь и далее " " обозначает кватернионное 
произведение, " " – кватернионное сопряжение. 

Затем составляется бикватернион, описы-

вающий поворот вокруг оси, в соответствии  

со схемой (1) в новой системе координат        
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и применяется к каждой из осей для перехода  

в систему координат следующего звена       .  

Переходы между осями осуществляются с по-

мощью (2). 

 

                  
 

                  
 

                  
 

 ,           (3) 

где            . 

Компоненты   сдвига можно вычислить по 

формуле: 

                      
        

    
 . 

Те же операции проводятся для нахождения 

бикватернионов перехода всех последующих 

по кинематической схеме (1) звеньев.  

    
  
  
  , где        

  

 
              

  

 
 , 

    
  
  
 , где        

  

 
              

  

 
 , 

    
  
  
 , где        

  

 
          

  

 
 , 

    
  
  
  , где        

  

 
              

  

 
 . 

    
  
  
  , где        

  

 
          

  

 
 . 

Итоговый оператор перехода от начальной 

системы координат к системе схвата будет об-

разован композицией найденных переходных 

бикватернионов. 
 

                     
                 
                 

 . 

 

Решение обратной задачи кинематики 

для шестизвенного манипулятора 

Положение и ориентация схвата манипулято-

ра заданы бикватернионом       
    
  

 , реше-

ние ОЗК заключается в поиске обобщенных ко-

ординат каждого из звеньев для заданных ориен-

тации  и положения.  Пользуясь тем, что в данной 

кинематической схеме первое, второе, третье  

и пятое звенья лежат в одной плоскости, можно 

найти сначала первые три угла вращения, исходя 

из положения, а затем углы последних трех шар-

ниров, опираясь на информацию об ориентации. 

Для определенности единственно верным реше-

нием считается положение «коленом вверх».  

 

 
 

Рис. 3. Постановка задачи и описание вспомогательного радиус-вектора        
 

Решение подзадачи по положению. Най-

дем радиус-вектор, соединяющий центры пер-

вого и пятого шарниров (рис. 3):              

                 , где    – расстояние между 5 и 6 

шарнирами. 

Найдем   ,    ,   , опираясь на постановку 

задачи в бикватернионах.  

        
  
 

  
 
.                           (4) 

Соответственно, бикватернион, описываю-
щий поворот первого звена будет иметь вид: 

    
  
  
 , 

где       
  

 
           

  

 
  ,            

 . 
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Рис. 4. Описание вспомогательных углов α γ     

 

 

Опираясь на рис. 4, вычислим   ,   : 

                         
 , 

   
 

 
    ,                       (5) 

           α   γ,                  (6) 

где вспомогательное расстояние    и углы 

α γ     можно найти с помощью геометриче-

ских операций по рис. 4. 

Таким образом, в соответствии с (3)–(5) на-

ходятся углы собственных поворотов первых 

трех шарниров. 

Решение подзадачи по ориентации. Най-

дем кватернион преобразования осей четверто-

го звена в оси схвата по кватернионам каждого 

плоского поворота на углы   ,   ,   .  

Для этого будем решать подзадачу в систе-

ме координат шестого звена. В соответствии с 

кинематической схемой центр этой системы 

находится в точке пересечения осей вращения 

шарниров последних трех звеньев. По опреде-

лению кватерниона, поворот вектора сопря-

женным кватернионом описывает поворот на 

тот же угол с противоположным знаком. Таким 

образом, композиция кватернионов поворота 

последних трех звеньев является тем же ква-

тернионом, что и композиция результирующего 

кватерниона с комплексно-сопряженными ква-

тернионами, описывающими повороты первых 

трех звеньев. 

Известный результирующий кватернион, 

описывающий ориентацию схвата, представля-

ет собой композицию кватернионов поворота 

каждого из звеньев. 

                      . 

Выше были найдены   ,   ,   , соответст-

венно, кватернион преобразования последних 

трех углов описывается: 

                
    

    
 . 

Обозначим: 

                          . 

По определению кватернион поворота  

на угол   :       
  

 
      

  

 
. 

Кватернион поворота на угол   :  

      
  

 
      

  

 
. 

Кватернион поворота на угол   :  

      
  

 
      

  

 
. 

Из соотношений выше найдем компоненты 

результирующего кватерниона (5). 

 

    
  

 
      

  

 
     

  

 
      

  

 
     

  

 
      

  

 
   

    
  

 
    

     

 
      

  

 
    

     

 
        

  

 
    

     

 
      

  

 
    

     

 
 , 

где      ,      ,         ,       . 
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Следовательно, 

       
  

 
    

     

 
  

       
  

 
    

     

 
  

        
  

 
    

     

 
  

       
  

 
    

     

 
  

Из выражений (7) найдем требуемые углы. 

        
   

   
      

   

   
,            (8) 

               
     

  ,           (9) 

        
   

   
      

   

   
.             (10) 

Таким образом, в соответствии с (3)–(5) из 

подзадачи по положению и (8)–(10) из подзада-

чи по ориентации находятся углы собственных 

поворотов всех шарниров, что и является ре-

шением ОЗК. 
 

Заключение 
 

Практическая и научная ценность приве-

денного в работе подхода к решению ПЗК  

и ОЗК заключается в возможности его исполь-

зования во всех манипуляторах сходной кинема-

тической схемы с заданием исходных условий 

(2) на частные кинематические параметры кон-

кретного манипулятора. Количественные оцен-

ки, проведенные авторами [9], позволяют ут-

верждать, что переход в пространство бикватер-

нионов, в свою очередь, позволяет снизить вы-

числительные затраты на решение ОЗК, при 

этом повысив точность расчетов по сравнению  

с классическими подходами до 20 % за счет сни-

жения количества арифметических операций. 
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The article considers the issue of applying the previously developed VC/APF+BCτ
I
 method (optimal planning of 

robot motion with bypassing one stationary obstacle) to bypassing two static obstacles by a robot. Critical cases are 

identified and methods for their elimination are proposed. 

Keywords: mobile robot, motion planning, calculus of variations, potential field method, optimal control, com-

puter simulation. 
 

Введение 
 

Для планирования движения мобильных ро-
ботов используются различные методы, позво-
ляющие исключить столкновение робота с не-
сколькими препятствиями [1; 2]. Однако многие 
опубликованные методы могут быть применены 
на практике только для глобального планирова-
ния движения: информация о среде известна  
в полном объеме и неизменна во времени; про-
гнозируется исходно только (не гладкая) траек-
тория движения центра масс робота (без синтеза 
временных законов движения, необходимых для 
управляющего контура АСУ); большое время  
(> 0,36 с при компьютерном моделировании,  
> 2 c при лабораторных испытаниях) исполнения 
алгоритма планирования движения робота [3].  

Автором статей [4; 5] предложен метод оп-
тимального планирования движения робота по 
горизонтальной плоскости VC/APF+BCτ

I
,
 
осно-

ванный на совместном применении вариацион-
ного исчисления (VC), метода искусственных 
(пространственно ограниченных) отталкиваю-
щих силовых полей (APF) препятствий с разде-
лением планирования на три этапа (глобальное 
планирование движения, обход препятствия, 
глобальное перепланирование движения за пре-
пятствием), при заданных начальных и конеч-
ных линейных координатах и скоростях, вре-

мени движения центра масс робота (BCτ
I
). Ана-

лиз теоретических результатов показывает, что 
предложенный метод: 

– может быть использован для глобального 

и локального планирования движения робота  

в условиях неполной (изменяющейся) инфор-

мации о среде; 

– исходно синтезирует законы движения 

центра масс робота, траектория которого глад-

кая (отсутствуют изломы); 

– затрачиваемое процессором время на ис-

полнение алгоритма по планированию движе-

ния робота с обходом одного статичного пре-

пятствия не превосходит 7 мс [6]. 

Однако для предложенного метода (подхода) 

VC/APF+BCτ
I
 характерна проблема зацикленно-

го движения робота вблизи препятствия, анало-

гичная проблеме локальных минимумов класси-

ческих методов искусственных силовых полей. 

Указанная проблема для предложенного метода 

может быть решена за счет смещения исходного 

центра потенциального поля препятствия [7].  
 

1. Постановка задачи 
 

Необходимо проверить работоспособность 

метода VC/APF+BCτ
I
 при наличии в оператив-

ном пространстве робота между стартовой  

и финальной  точками двух статичных препятст-

 

 
Рис. 1. Постановка задачи 
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вий. Движение мобильного робота происходит 

из начальной точки O в конечную точку F, в ко-

торую необходимо попасть за отведенное время 

τ с заданными начальными и конечными линей-

ными координатами и скоростями центра масс 

робота: 0 0 0 0, , ,x y x y  и τ τ τ τ, , ,x y x y  (рис. 1).  
 

2. Компьютерное моделирование 
 

Исследование возможности применения ме-

тода VC/APF+BCτ
I
 для автоматического без-

ударного обхода роботом двух статичных пре-

пятствий осуществлялось с помощью авторско-

го программного инструмента, разработанного 

на языке программирования Visual C# (с визуа-

лизацией динамики движения робота). Для всех 

численных экспериментов (рис. 2–4) были при-

няты постоянными: масса робота 1 ,m кг  ра-

диус окружности, описанной вокруг робота 

0,5 ,R м  дальность видимости сенсора робота 

3 ,Lr м  заданное оперативное время движе-

ния робота τ 10 ,с  временной шаг расчета ки-

нематических характеристик робота (ускоре-

ний, скоростей и координат) 0,01 .dt с   

 

 

 

а – 0 0 τ 1 2 1 21 ; 9 ; 24 ; 11 ; 5 ; 13x м y y м x м x x м y м y м         

 

б – 0 0 τ 1 1 2 21 ; 7 ; 24 ; 6 ; 8 ; 16x м y y м x м x м y y м x м         

Рис. 2. Результаты численного тестирования при нулевых скоростях центра масс робота  

в начальной и конечной точках (см. также с. 51) 
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в – 0 0 τ τ 1 1 2 21 ; 7 ; 24 ; 6 ; 8 ; 17 ; 7x м y y м x м x м y м x м y м         

 

Рис. 2. Окончание  

 

 
а – 

0 0 τ 1 1 2 2 01 ; 6 ; 24 ; 7 ; 10 ; 17 ; 6 ; 3 /x м y y м x м x м y м x м y м y y м с             

 
б – 0 0 1 1 2 2 01 ; 3 ; 24 ; 8 ; 5 ; 20 ; 8 ; 3 /x м y y м x м x м y м x м y м y y м с              

 
в – 

0 0 τ τ 1 1 2 2 0 τ1 ; 4 ; 24 ; 6 ; 6 ; 18 ; 3 /x м y y м x м x м y y м x м y y м с           

Рис. 3. Результаты численного тестирования при ненулевых скоростях центра масс робота  
в начальной и конечной точках  
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а – колебания центра масс робота вдоль одной прямой вблизи двух препятствий 

 
б – колебания центра масс робота вблизи одного из двух препятствий 

 
в – пересечение тректорией центра масс робота препятствия при наложении полей 

Рис. 4. Экстремальные случаи планирования движения робота 

 
Заключение 

 

Анализ результатов численного тестирова-

ния (рис. 2 и 3) метода VC/APF+BCτ
I
 показыва-

ет, что указанный метод, решая поочередно за-

дачи уклонения сначала от первого затем от 

второго препятствий, позволяет роботу без-

ударно обойти два препятствия и прийти в фи-

нальную точку за отведенное время с требуе-

мыми линейными координатами и скоростями. 

Такой обход двух препятствий реализуется при 

расстоянии между двумя препятствиями много 

большем диаметра габаритной окружности ро-

бота. Однако могут возникать экстремальные 

случаи. При совпадении или близости друг  

к другу линий вектора скорости центра масс 

робота и отталкивающей силы одного поля или 

результирующей силы полей двух препятствий 

робот начинает осциллировать (рис. 4, а и рис. 

4, б), не доходя до финальной точки за отве-

денное время. Исключить осцилляцию робота 

при наложении полей двух препятствий можно 

путем объединения препятствий в одно вирту-
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альное и применения смещения поля для вир-

туального препятствия [7]. В случае наложения 

отталкивающих полей двух препятствий траек-

тория центра масс робота может пересекать 

внутреннюю границу поля одного из двух пре-

пятствий (рис. 4, в), что не допустимо (проис-

ходит соударение робота с препятствием).  

Данный экстремальный случай может быть 

устранен путем ввода в алгоритм метода 

VC/APF+BCτ
I
 дополнительного прогнозирова-

ния столкновения робота со вторым препятст-

вием и соответствующей коррекции законов 

движения центра масс робота в режиме укло-

нения от первого препятствия. Таким образом, 

предлагаемые модификации позволят улуч-

шить исходный метод VC/APF+BCτ
I
 (опти-

мального планирования движения робота) для 

обхода двух статичных препятствий.   
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Введение 
 

Вопрос практического применения роботов 

в поисково-спасательных операциях (ПСО) при 

ликвидации последствий чрезвычайных ситуа-

ций (ЧС), включая землетрясения и наводне-

ния, привлек внимание на государственном 

уровне после разрушительного землетрясения 

1995 года в городе Кобе (Япония), которое вы-

звало существенные разрушения в густонасе-

ленном районе, а поиск многочисленных жертв 

традиционными подходами спасательными 

службами в условиях масштабных разрушений 

оказался затруднительным [1]. С 1995 года по-

исково-спасательная робототехника (ПСР) 

трансформировалась из теоретической концеп-

ции в отдельную область исследований, охва-

тывающую фундаментальные и прикладные 

аспекты механики, навигации, картографиро-

вания, сенсорики и других классических задач 

робототехники, рассматриваемых теперь уже 

через призму роботизации операций по ликви-

дации последствий ЧС. 

ПСР занимается разработкой и внедрением 

робототехнических систем (РТС), предназна-

ченных для выполнения ПСО при ЧС, и значи-

тельный акцент делается на ЧС в урбанистиче-

ских средах, которые, ввиду структурной 

сложности, высокой динамики, разнообразия  

и насыщенности, существенно усложняют за-

дачи роботов [2]. Функции РТС в сценарии ли-

квидации последствий ЧС включают в себя 

проверку конструкций на предмет поврежде-

ний, поиск пострадавших и потенциальных 

опасностей (например, открытый огонь или ра-

диационное загрязнение), картографирование, 

уборку завалов, оказание выжившим медицин-

ской помощи перед эвакуацией, транспорти-

ровку выживших в безопасную зону, обеспече-

ние логистики грузов и другие [3]. 

Сценарии ЧС трудно воспроизводимы в ла-

бораторных условиях, поэтому проведение на-

турных экспериментов для ПСР является слож-

ным, требует много времени и ресурсов. Соот-

ветственно, для проверки новых подходов на 

первых этапах научных исследований условия 

ЧС реального мира могут быть аппроксимиро-

ваны через качественное моделирование в си-

муляторе [4]. Симулятор позволяет создавать 

широкий спектр виртуальных моделей роботов 

и сред [5], стремясь достичь относительно реа-

листичного поведения, удешевляет первые эта-

пы разработки, повышает безопасность разра-

ботчиков, помогает обнаруживать концепту-

альные ошибки в алгоритмах до их переноса на 

натурных роботов. Существует широкий спектр 

робототехнических симуляторов [6], среди ко-

торого наша научная группа выделяет симуля-

тор Gazebo [7]. Последний был разработан спе-

циально для моделирования РТС и полностью 

совместим с робототехнической операционной 

системой ROS, что позволяет создавать и ис-

пользовать модели РТС с системами управле-

ния на основе ROS. В большинстве случаев 

Gazebo используется совместно с RViz [8], 

обеспечивающим дополнительный уровень сен-

сорики и визуализации.  
 

1. Типовые поисково-спасательные роботы  

и их моделирование 
 

ВПСО используются РТС трех основных 

категорий: морские, воздушные и наземные. 

Роботы разных типов могут применяться по от-

дельности [9], однородными [10] или разнород-

ными группами [11; 12] и используются в теле-

управляемом или беспилотном режиме. Пони-

мание ролей, которые эти роботы играют  

в ПСО, имеет решающее значение для исполь-

зования их полного потенциала в сценариях 

ликвидации ЧС. 

Морские РТС делятся на надводные и под-

водные. В ПСО они могут использоваться для 

поиска пострадавших в водных средах и осмот-

ра повреждения подводной инфраструктуры 

[13]. На официальном сайте ROS [14] указана 

поддержка трех РТС: Clearpath Heron USV 

(виртуальная модель только для морально ус-

таревшей ROS Kinetic), Kingfisher (модель для 

Gazebo отсутствует) и BlueROV (ROS Melodic). 

В целом, Gazebo редко используется для моде-

лирования работы морских РТС, так как в си-

муляторе отсутствует качественная реализация 

воды: возможно создавать водные среды, на-

страивать динамику движения поверхности во-

ды и плавучесть объектов на ней, но при этом  

в официальных плагинах отсутствует что-либо 

под этой тонкой пленкой поверхности воды – 

когда объект перестает касаться пленки по-

верхности, он полностью погружается. Напри-

мер, водный мир (рис. 1) позволяет тестировать 

только виртуальные модели надводных роботов 

и алгоритмы работы (на основе компьютерного 

зрения) беспилотных летательных аппаратов 

при ПСО в водных средах. 
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Рис. 1. Виртуальный мир с затопленным городом (а); графический интерфейс управления группой БЛА в Gazebo,  

тестируемый в водном мире (б) 

 

Беспилотные летательные аппараты 

(БЛА) могут сканировать обширные террито-

рии и передавать собранную информацию в ре-

альном времени для обнаружения жертв [15]  

и построения трехмерных моделей территории 

ЧС, что позволяет командам спасателей плани-

ровать операции с учетом особенностей ланд-

шафта [16]. ROS указывает поддержку пяти 

БЛА [14]: COEX Clover и Crazyflie (обе модели 

для ROS Noetic; вторая – нерабочая), Erle-

Copter (только для морально устаревшей ROS 

Indigo), Erle-Hexa Copter и Erle-Plane (обе мо-

дели нерабочие); при этом не упомянута наи-

более популярная среди исследователей абст-

рактная модель БЛА с открытым кодом hec-

tor_quadrotor (рис. 2, а). Отдельные исследова-

тельские группы создают собственные модели 

БЛА, которые соответствуют их натурным мо-

делям, не делая код общедоступными; напри-

мер, для натурного кастомного БЛА PX4-LIRS 

была разработана модель [17] для Gazebo под 

ROS Melodic и Noetic (рис. 2, б). 

 

        
                                                                а                                                                                   б 

 

Рис. 2. Модель БЛА hector_quadrotor (а) и PX4-LIRS (б) 

 

Наземные мобильные роботы (НМР)  

в различных исполнениях (колесные, гусенич-

ные, шагающие, ползающие, гибридные) наи-

более массово используются в ПСО [18; 19]. 

Широкая линейка ходовых частей и габаритов 

НМР позволяет разбирать завалы, доставлять 

грузы и проникать в узкие проходы, недоступ-

ные для людей и поисковых собак, а вариатив-

ность бортовых датчиков и программного обес-

печения – выполнять практически все возмож-

ные задачи в рамках ПСО. На сайте ROS [14] 

указано 72 поддерживаемые модели НМР, из 

которых 68 могут быть задействованы для ре-

шения каких-либо задач в ПСО. Учитывая, что 

каждая ведущая в области мобильной робото-

техники лаборатория разрабатывает собствен-

ных кастомных роботов, и многие из них созда-

ют виртуальные модели – общее количество мо-
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делей НМР для ПСО оценивается в несколько 

сотен. Модели могут быть достаточно абстракт-

ными (например, как состоящие из геометриче-

ских примитивов модели дифференциальных 

роботов [20–22]), базовыми (состоит из более 

сложных блоков, но лишена качественной ви-

зуализации; например, модель гусеничного ро-

бота [23]), простыми (например, всенаправлен-

ный четырехколесный робот MARIO 2016 года 

[24]) или полноценными, с учетом динамики и 

визуализации (например, продвинутая версия 

робота MARIO 2018 года [25]).  

2. Разработка собственных моделей  

для Gazebo 
 

Кафедрой интеллектуальной робототехники 

КФУ было разработано несколько полноцен-

ных моделей для симулятора Gazebo, которые 

могут быть использованы при моделировании 

концепций и алгоритмов ПСО.  

Модели (рис. 3) соответствуют имеющимся 

натурным роботам: российским роботам «Сер-

восила Инженер» и «Аврора Юниор», и кас-

томной модели всенаправленного колесного 

робота «ArtBul-2».  

 

 
                                                     1                                                                                       2 

 
 

Рис. 3. Натурные РТС (1) и их виртуальные модели для Gazebo (2):  

«Сервосила Инженер» (а), «Аврора Юниор» (б), «ArtBul-2» (в) 
 

а 

б 

в 
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Натурные РТС «Сервосила Инженер» и «Ав-
рора Юниор» появились у кафедры в 2017 году, 

и для возможности предварительной проверки 
алгоритмов без потенциального повреждения 

роботов было необходимо создать соответст-
вующие модели в Gazebo. От производителей 

РТС были получены CAD-модели, позволившие 

обеспечить приемлемый уровень визуализации 
внешнего вида РТС, а сотрудниками и студен-

тами в 2016–2023 гг. в несколько итераций были 
реализованы URDF-файлы, физические и про-

граммные составляющие моделей [26; 27]; тес-

тирование движения и сенсорики моделей в Ga-
zebo относительно натурных моделей показало 

достаточный уровень корреляции. Для РТС 
«ArtBul-2», наоборот, сначала была разработана 

конструкторская документация и виртуальная 
модель, а затем был собран натурный прототип 

робота [28]; виртуальная модель итеративно до-

рабатывалась параллельно с тестированием на-
турной РТС с целью отразить внесенные при 

сборке конструктивные изменения и получен-
ные физические характеристики. 

Результаты тестирования в виртуальном  

и реальном мире показали, что «Сервосила 
Инженер» может выполнять типовые задачи 

ПСО для НМР практически без ограничений по 
качеству подстилающей поверхности и разме-

рам рабочего пространства; «Аврора Юниор» 
ограничен задачами логистики в условиях не-

больших неровностей подстилающей поверх-

ности и широких рабочих пространств; 
«ArtBul-2» может выполнять функции разведки 

и логистики только в условиях ровной подсти-
лающей поверхности, но является наиболее ма-

невренным даже в узких пространствах благо-

даря всенаправленной ходовой части. 
Необходимо подчеркнуть, что разработка 

собственной модели РТС для симулятора Gaze-
bo – это не моделирование в реальном времени, 

а достаточно кропотливая и трудоемкая задача, 
требующая понимания основ физики и некото-

рого минимального уровня владения необхо-

димым программным обеспечением [29]. На-
пример, первая абстрактная модель РТС «Сер-

восила Инженер» для Gazebo была создана на-
шей научной группой в 2016 г. [30]; первая 

визуально реалистичная модель (поддержи-

вающая физическое взаимодействие с подсти-
лающей поверхностью) – в 2019 г., после полу-

чения CAD-моделей отдельных деталей РТС от 
производителя, внесения в них ряда исправле-

ний и сборки в единую модель робота [31];  
в 2020 г., по результатам вычислительных экс-

периментов, гусеницы модели были перестрое-
ны для улучшения реалистичности взаимодей-

ствия с подстилающей поверхностью [32]; за-
тем в 2020 г. была упрощена визуальная со-

ставляющая относительно оригинальных CAD-
моделей с целью повышения производительно-

сти модели (загрузка CPU и обеспечиваемый 

фактор реального времени RTF) [33]; в 2021 г. 
было доработано программное обеспечение 

(модуль Navigationstack) [34]; в 2022 г. был 
предложен принципиально новый подход к мо-

делированию гусениц, который позволил при-

вести проходимость модели в соответствие 
с проходимостью натурного робота и снизить 

RTF [35]; в 2023 г. модель была перенесена  
с ROSMelodic на более современную ROSNo-

etic и добавлен ряд модулей, повышающих 
уровень соответствия модели и натурного ро-

бота – интегрирован функционирующий фо-

нарь, введены ограничения на зависимое дви-
жение двух суставов манипулятора [36]. 

Эффективность использования разработан-

ных детальных моделей роботов в виртуальной 

среде доказана на практике. В работе [37] мо-

дель РТС «Сервосила Инженер» использова-

лась в Gazebo для отработки процедуры обна-

ружения и открывания ручек дверей; затем уже 

отработанные алгоритмы и полностью готовый 

для использования код были перенесены на на-

турного робота, который продемонстрировал 

успешное открывание двери в ходе серии экс-

периментов [38]. В [39] модель РТС PMB-2 

(TIAGoBase) использовалась в Gazebo для 

оценки работы нового алгоритма определения 

человека по мультимодальным данным (камера 

и лазерный дальномер) и следования за ним; 

затем готовые алгоритмы и код были перенесе-

ны на натурного робота, который продемонст-

рировал успешное следование за человеком  

в серии экспериментов в офисной среде [40]. 
 

3. Примеры моделирования алгоритмов  

и взаимодействия РТС 
 

Наиболее часто симулятор Gazebo при мо-

делировании задач ПСР используется для 

оценки алгоритмов одновременной локализа-

ции и картографирования (SLAM) и для апро-

бации методов координации групп РТС между 

собой; при этом исследователи стараются мак-

симально использовать уже готовые модули 

ROS для ряда типовых алгоритмов, что сущест-

венно упрощает разработку. Например, в [41] 

Х. Chen и другие вручную построили модель 

офисного помещения и, добавив в него восемь 
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шароподобных препятствий для примитивного 

моделирования ПСО, протестировали систему, 

состоящую из набора готовых модулей ROS – 

GmappingSLAM, глобального планировщика на 

основе алгоритма Дейкстры, алгоритма локали-

зации AMCL и локального планировщика TEB. 

M. R. Mirzae и другие [42] при подготовке к со-

ревнованиям RoboCup провели в Gazebo вирту-

альное тестирование комбинации алгоритма 

полуавтономной навигации и SLAM для гусе-

ничной РТС, используя готовые модули ROS – 

Hector SLAM, локальный планировщик DWA  

и колесный робот TurtleBot.  

Для оценки алгоритмов SLAM могут приме-

няться различные количественные метрики, 

включая длину пути, время выполнения алго-

ритма, плавность траектории, процент успеха  

в достижении целевой точки, количество столк-

новений с объектами, потребление CPU и RAM. 

При использовании готовых датасетов или на-

турных роботов для оценки точности определе-

ния положения РТС и траектории движения ча-

ще всего используются абсолютная ошибка тра-

ектории (AbsoluteTrajectoryError, ATE), относи-

тельная ошибка положения (RelativePoseError, 

RPE) и среднеквадратическая ошибка (Root-

MeanSquareError, RMSE) [43]. В отличие от на-

турных экспериментов, в симуляторе Gazebo все 

эталонные данные доступны для сравнения с ре-

зультатами вычислительных экспериментов, что 

позволяет прогнозировать поведение алгорит-

мов в натурных экспериментах и существенно 

сузить выбор алгоритмов для последних. 

Р. Сафин, Р. Лавренов и Е. А. Мартинез-

Гарсиа сравнили расчетные ошибки траектории 

НМР Husky, полученной двумя популярными 

алгоритмами SLAM в Gazebo – RTAB-Map  

и ORB-SLAM2 [44]. ORB-SLAM2 продемонстри-

ровал хорошие результаты как для ровных 

(RMSE 0,15 м), так и для неровных ландшафтов 

(RMSE 0,19 м); RTAB-Map показал лучшую 

точность по сравнению с ORB-SLAM2: RMSE 

0,019 м для плоской подстилающей поверхно-

сти и 0,03 м – для пересеченной местности.  

В работе [45] в Gazebo сравнивались CORB-

SLAM и CCM-SLAM – два наиболее часто при-

меняемых метода коллаборативного визуально-

го SLAM с использованием монокулярной ка-

меры и двух БЛА hector_quadrotor в условиях 

ПСО. Вычислительные эксперименты показа-

ли, что средняя медианная ATE для алгоритма 

CCM-SLAM в 2–3 раза превышает ошибку 

CORB-SLAM. На рис. 4, а показан созданный 

для виртуального тестирования мир ПСО, на 

рис. 4, б – построенные БЛА траектории и кар-

та в виде трехмерного облака точек.  

 

 

 
                                               а                                                                                               б 

 

Рис. 4. Виртуальный мир в симуляторе Gazebo; разрушенное здание патрулируется парой БЛА hector_quadrotor,  

выделенной окружностями (а). 3D облако точек, полученное алгоритмом CCM-SLAM; линии в верхней части  

рисунка показывают траектории правого и левого БЛА соответственно (б) 

 

 

Автономная навигационная система для ко-

ординации работы нескольких БЛА в задаче 

обнаружения людей при ПСО в частично зато-

пленном мире представлена в [46] и использует 

модели БЛА hector_quadrotor. В работе [47] 

Gazebo использовался для тестирования графи-

ческого интерфейса и алгоритма управления 

роем БЛА. На рис. 5 показана схема строя из  

5 БЛА (а) и полет роя из 10 БЛА (б) в Gazebo  

в шахматном построении. Разработанный ин-

терфейс (рис. 1, б) поддерживает построение  

в 14 видов строя, управление отдельным БЛА  

и всем роем. Интерфейс тестировался в средах 

для ПСО. 
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                                            а                                                                                       б 

 

Рис. 5. Рой БЛА в шахматном построении: схема строя для 5 БЛА (а) и построение в Gazebo (вид сверху)  

из 10 БЛА PX4-LIRS, которые выделены зелеными окружностями с нумерацией от 0 до 9 (б) 

 
Заключение 

 

Использование робототехники в поисково-

спасательных операциях (ПСО) демонстрирует 

важность интеграции новых технологий в про-

цессы реагирования на чрезвычайные ситуации 

(ЧС). В статье рассмотрены три основные ка-

тегории мобильных роботов, используемых  

в ПСО: морские, воздушные и наземные. Опи-

саны возможности их моделирования в симуля-

торе Gazebo, представлены примеры успешного 

моделирования роботов и тестирования типо-

вых задач роботов в ПСО, включая SLAM и ко-

ординацию РТС между собой при выполнении 

совместной задачи.  
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The article presents a model of the dynamics of movements of a manipulator-tripod with an additional passive 

link. A system of Lagrange differential equations is in matrix form presented. The results of solving the first dynam-

ics problem are presented. The control forces necessary to perform program movements of the manipulator links 

from the point to point are determined. 

Keywords: manipulator-tripod, dynamics of controlled movement, the first task of dynamics, controlling forces. 
 

Введение 
 

Промышленный манипулятор как много-

звенный пространственный механизм с не-

сколькими степенями подвижности представ-

ляет собой сложную многомерную динамиче-

скую систему, к которой предъявляют высокие 

требования по точности и быстродействию при 

отработке заданных траекторий. Эффектив-

ность работы манипулятора в значительной 

степени определяется качеством управления, 

высокий уровень которого можно обеспечить 

только при адекватном учете их кинематиче-

ских и динамических свойств на этапах проек-

тирования. В работе ставится задача динамиче-

ского анализа, то есть определение движущих 

сил, обеспечивающих выполнение программ-

ных движений звеньев манипулятора. 
 

Анализ объекта исследования 
 

Для расширения рабочего пространства  

и сохранения таких характеристик, как жест-

кость, точность и быстродействие, рассматри-

ваются манипуляторы, в основе которых при-

сутствуют механизмы как параллельной, так  

и последовательной структуры, так называемые 

гибридные манипуляторы. В таких манипуля-

торах последовательный механизм комбиниру-

ется с параллельным механизмом. Гибридные 

манипуляторы обеспечивают высокую произ-

водительность и теоретически большее рабочее 

пространство.  

В качестве объекта исследования рассмат-
ривается гибридный манипулятор  манипуля-
тор-трипод с дополнительной связью [1]. Под 
дополнительной пассивной связью понимается 
полая металлическая труба, которая одним 
концом крепится к выходному звену манипуля-
тора, а другим концом к двухстепенному шар-
ниру. Труба перемещается вдоль направляю-
щих и вращается относительно вертикальной  
и горизонтальной осей, но не вращается вокруг 
своей оси. Кинематическая схема манипулято-
ра приведена на рис. 1. Манипулятор состоит 
из четырех линейных исполнительных звеньев. 
Три звена (1, 2, 3) связаны с поворотным осно-
ванием ABC с помощью двух подвижных шар-
ниров. Другие концы этих звеньев закреплены  
с помощью сферических шарниров на выход-
ном звене 6.  

Дополнительная связь в виде полой метал-

лической трубы 5 обеспечивает жесткость кон-

струкции  и принимает на себя изгибающие мо- 
_________________________ 
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менты, возникающие при выполнении техноло-

гических операций рабочим органом. Также 

полая труба позволяет передавать моменты от 

двигателей, установленных на неподвижном 

основании, к рабочему органу манипулятора 

или служить проводником для рабочей жидко-

сти, таким образом, расширяет функциональ-

ные возможности по сравнению с аналогами 

[2]. Изменение длины хотя бы одного линейно-

го исполнительного звена 1, 2 или 3 изменяет 

положение выходного звена 6. Четвертый ли-

нейный привод 4 обеспечивает поворот тре-

угольного основания вокруг горизонтальной 

оси, увеличивая рабочую зону манипулятора. 
 

 
Рис. 1. Схема манипулятора-трипода с дополнительной связью 

 

Механическая система манипулятора рас-

сматривается как совокупность механизмов  

с жесткими звеньями. Динамическая модель ма-

нипулятора описывается как механизм, состо-

ящий из четырех твердых тел. Звено AD (элек-

троцилиндр) включает в себя два твердых тела: 

цилиндр и шток. Цилиндр совершает враща-

тельное движение вокруг неподвижной оси, 

параллельной оси Ox, шток совершает плоское 

движение. Учтываются массово-геометрические 

характеристики реального манипулятора [3], 

масса цилиндра m41, его момент инерции отно-

сительно оси вращения I41, масса штока m42, его 

центральный момент инерции I42. Поворотное 

основание ABC рассматривается как твердое 

тело, вращающееся вокруг неподвижной оси Ox 

(BC) с моментом инерции относительно оси 

вращения IOA. Звено L ‒ отрезок KM переменной 

длины полой трубы 5, основа эксплуатационных 

свойств манипулятора, совершает простран-

ственное движение. Масса звена L и главные 

центральные моменты  инерции  соответственно 
 

 

Рис. 2. Манипулятор-трипод с дополнительной пассивной связью 
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равны m5 и I5. Массово-геометрические пара-

метры полноразмерной физической модели ма-

нипулятора (рис. 2) приведены в работе [3]. 
 

Система дифференциальных уравнений 

динамики в матричной форме 
 

Для реализации программных законов пере-

мещения исполнительных звеньев манипуля-

тора необходимо решить две задачи динамики. 

Первая задача динамики сводится к определе-

нию движущих сил, необходимых для реали-

зации программного движения, с учетом изве-

стных законов движения всех звеньев робота 

при выполнении требуемого технологического 

процесса. Определив движущие силы, можно 

выбрать двигатели, способные осуществить 

программные движения манипулятора. Опреде-

ление динамических нагрузок, действующих на 

звенья механизмов, необходимо также для оцен-

ки прочности, жесткости и надежности системы 

[4]. Вторая задача динамики заключается в оп-

ределении двинамических ошибок ‒ отклонений 

законов движения от программных. Задача опре-

деления динамических ошибок сводится к ин-

тегрированию уравнений движения механи-

ческой системы совместно с уравнениями дина-

мических характеристик двигателей.  

Механизм рассматриваемого манипулятора-

трипода с дополнительной связью имеет четы-

ре степени свободы. Конфигурация манипуля-

тора описывается четырьмя обобщенными 

координатами: угол поворота основания ABC 

манипулятора q1 = φ(t), длина отрезка полой 

трубы q1 = L(t), углы q2 = ψ(t), q3 = δ(t), которые 

определяют положение подвижной системы 

координат Kx5y5z5 (орты 5 5 5, ,i j k ) относительно 

неподвижной Oxyz (орты , ,i j k ) [5]. Геометри-

ческие параметры основания манипулятора  

и точек крепления на поворотном основании 

OA, OB = OC, OD, DK (рис. 1). Перемещения 

звеньев манипулятора происходит под действи-

ем движущих сил, действующих со стороны 

штоков электроцилиндров (рис. 1). 

Для формирования дифференциальных урав-

нений движения используются уравнения Ла-

гранжа 2-го рода [6]. Кинетическая энергия ма-

нипулятора складывается из кинетической 

энергии плоского механизма DABC и кинетиче-

ской энергии полой трубы L. Кинетическая 

энергия плоского механизма DABC включает  

в себя кинетическую энергию корпуса актуато-

ра 4 (звено AD) при его вращательном движе-

нии вокруг неподвижной оси и кинетическую 

энергию штока при движении вместе с корпу-

сом и относительно корпуса.  

Полная кинетическая энергия манипуля-

тора [6]: 

 

2 2 2 2 2 2

5 5 0 5 5 5 5

1 0,14 1 1
0,17 ( ) ( sin ) .

2 2 2
T I m L L m L

 
               

                    (1)
 

 

Уравнение Лагранжа 2-го рода в матричной 

форме имеет вид: 

         , + ,A q q B q q q C q D q F t            (2)
 

где A(q), B(q,  ), C(q), D(t)  матрицы, завися-

щие от параметров механизма манипулятора, 

обобщенных координат и обобщенных скоро-

стей, F(t)  вектор сил, развиваемых приводами 

в степенях подвижности манипулятора.  

Вектор-строки обобщенных координат qT, 

обобщенных скоростей   , обобщенных ускоре-

ний  и движущих сил FT: 

φ ψ δTq L ,     φ ψ δTq L , 

φ ψ δTq L ,                   (3) 

1 2 3 4 .TF F F F F                  (4) 

Инерционная матрица A(q) является диаго-

нальной и имеет вид: 

  5

5

2

5 5

(φ) 0 0 0

0 0 0
,

0 0 0

0 0 0 sin ψ

пр

K

K

I

m
A q

I

I

           (5) 

где 
0,14

(φ) = 0,17 φ
πпрI  – приведенный мо-

мент инерции [6], 5m  ‒ масса полой трубы, 

2

5 5 0 5( )KI m L L I      ‒ момент инерции от-

носительно точки K. 

Матрица B(q,  ) параметров механизма, за-

висящая от обобщенный координат и обобщен-

ных скоростей, имеет вид: 
 



ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

64 

 
2
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Матрица C(q) учитывает потенциальные силы: 

 

 

 
 

 

22

4

42 2

4

41 1 42 4 40
22
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sin φ

3

sin φ cosφ
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.sin φ

cosψ
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c
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l
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C q l l OD OA
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m g L L

 
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
   

  

 

                        (7) 

Матрица коэффициентов движущих сил D(q): 

 

11 14

21 22 23

31 32 33

41 42 43

0 0

0
,

0

0

d d

d d d
D q

d d d

d d d

                                                             (8) 

где элементы матрицы [7]: 

5 5
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5 5 5 51
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Определение движущих сил 
 

Для решения первой задачи динамики ма-

нипулятора необходимо определить движущие 

силы. Изначально конфигурация манипулятора 

задана в нулевом положении, выходное звено 

манипулятора находится в точке M0 (xM0 = 0 мм, 

yM0 = 405 мм, zM0 = 305 мм). В данном положе-

нии все длины звеньев манипулятора мини-

мальны: l1 = 535 мм, l2 = 535 мм, l3 = 535 мм,  

l4 = 535 мм, угол поворота поворотного основа-

ния ABC равен φ0 = 20°. Координате точки M0 

соответствуют значения обобщенных коорди-

нат φн = 0,35, Lн = 1018 мм, ψн = ‒1,14, δн = 0. 

В качестве исполнительных звеньев мани-

пулятора (рис. 2) используются актуаторы LA-

T6 с рабочим ходом 400 мм и максимальной 

скоростью 50 мм/с.  

Необходимо рассчитать движущие силы 

исполнительных звеньев манипулятора для 

обеспечения перемещения выходного звена из 

нулевого положения M0 в начальную точку Mн 

(xMн = 0 мм, yMн = 500 мм, zMн = 400 мм). И далее 

из начальной точки Mн реализовать движение 

выходного звена по прямой в конечную точку 

Mк (xMк = 100 мм, yMк = 700 мм, zMк = 500 мм). 

Решением задачи позиционирования находим 

обобщенные координаты L, ψ, δ через декарто-

вы координаты xM, yM, zM [6]. Таким образом, 

начальной точке Mн соответствуют значения 

обобщенных координат φн = 0,22, Lн = 1145 мм, 

ψн = ‒1,01, δн = 0. Конечной точке Mк соот-

ветствуют значения обобщенных координат 

φк = ‒0,11, Lк= 1372 мм, ψк = ‒1,1, δк = ‒0,16. 

В качестве закона изменения обобщен- 

ных координат (φ, L, ψ, δ) выбираем полиноми-

нальный закон, соответствующий «мягкому» 

касанию: 
2 3

2 3
( ) ( ) 10 15 6 ,s sн sк sн

t t t
q t q q q

 
      

   
    (9) 

где s ‒ номер обобщенной координаты (1, 2, 3, 

4); τ ‒ конечное время перемещения выходного 

звена манипулятора.  

В рассматриваемом примере время переме-

щения из нулевого положения M0 в начальную 

точку Mн составляет τ0 = 5 с. С учетом реаль-

ных скоростей для выбранных актуаторов  

манипулятора максимальная скорость для ис-

полнительных звеньев l2(t) и l3(t) составляет  

48 мм/с. Скорость исполнительного звена l1(t)  

15 мм/с, скорость исполнительного звена l4   

8 мм/с. Время перемещения из начальной точки 

Mн в конечную точку Mк составляет τ1 = 10 с. 

Максимальная скорость для исполнительного 

звена l3(t) составляет 46 мм/с. Скорость испол-

нительного звена l2(t)  30 мм/с, скорость ис-

полнительного звена l1(t)  25мм/с, скорость 

исполнительного звена l4(t)  10 мм/с.  

На рис. 3 представлены графики изменения 

движущих сил манипулятора в процессе пере-

мещения выходного звена из нулевого положе-

ния M0 в начальную точку Mн с учетом решения 

уравнения (2) при подстановке коэффициентов 

(5)–(8).  

 

 

 
Рис. 3. График изменения движущих сил F1, F2, F3, F4 при перемещении выходного звена  

из нулевого положения в начальную точку за конечное время τ0 
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На рис. 4 представлены графики изменения 

движущих сил манипулятора в процессе пере-

мещения выходного звена из начальной точки 

Mн в конечную Mк с учетом решения уравнения 

(2) при подстановке коэффициентов (5)–(8).  

 

 
Рис. 4. График изменения движущих сил F1, F2, F3, F4 при перемещении выходного звена  

из начальной точки в конечную за конечное время τ1 

 

 

Из анализа рис. 3 и рис. 4 можно сделать 

вывод, что самым нагруженным является звено 

4, максимальные значения движущих сил F4 не 

превышают 100 Н. Рассмотренная методика 

решения прямой задачи динамики позволяет 

определить программные усилия, необходимые 

для реализации перемещения выходного звена 

манипулятора за конечное время. Характерис-

тики двигателей зависят от вида выполняемых 

манипулятором технологических операций, 

внешних нагрузок и ограничений на быстро-

действие. 
 

Заключение 
 

Представленная динамическая модель ма-

нипулятора гибридной структуры позволяет 

провести расчеты движущих сил и интегриро-

вание системы дифференциальных уравнений  

с целью решения второй задачи динамики.  

В статье получены значения движущих сил для 

скоростей манипулятора-трипода с дополни-

тельной связью, что позволит обоснованно ис-

пользовать методы аналитического программи-

рования входных управляющих сигналов при-

водных двигателей. 
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Обсуждаются результаты моделирования динамики шагающих роботов с движителями циклового типа. 
Исследовалось влияние массы робота на структуру его дополнительных энергозатрат, обусловленных ша-
гающим способом передвижения. Показано, что у тяжелых шагающих роботов наибольшие затраты мощно-
сти связаны с вертикальными колебаниями корпуса и неравномерностью передвижения. Предложены тех-
нические решения, направленные на их снижение. Результаты исследования могут быть востребованы при 
разработке тяжелых шагающих робототехнических систем, предназначенных для освоения ресурсов мор-
ского дна. 

Ключевые слова: мобильные роботы; роботы, передвигающиеся по дну; шагающий движитель; цикло-
вые механизмы шагания; энергозатраты; математическое моделирование. 
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MODEL ASSESSMENT OF THE ENERGY CONSUMPTION 

STRUCTURE OF UNDERWATER WALKING ROBOTIC SYSTEMS  

OF THE "HEAVY" WEIGHT CATEGORY 
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The results of modeling the dynamics of walking robots with cyclic type movers are discussed. The influence of 
the robot's mass on the structure of its additional energy consumption due to the walking method of movement was 
studied. It is shown that the "heavy" walking robots have the highest power consumption associated with vertical vi-
brations of the body and uneven movement. Technical solutions aimed at reducing them are proposed. The results of 
the study may be in demand in the development of "heavy" walking robotic systems designed for the development 
of seabed resources. 

Keywords: mobile robots, robots moving along the bottom, walking propulsion, cyclic walking mechanisms, 
energy consumption, mathematical modelling. 

 

В последние годы наблюдается повышенный 

интерес к освоению минеральных ресурсов Ми-

рового океана. Особое внимание уделяется до-

быче твердых полезных ископаемых, таких как 

железомарганцевые конкреции, кобальт-марган-

цевые корки и глубоководные полиметалличе-

ские сульфиды [1–3]. Подводные месторожде-

ния этих минералов, как правило, расположены 

в районах со сложным рельефом морского дна. 

Железомарганцевые конкреции образуются на 

глубоководных абиссальных равнинах. Кобальт-

марганцевые корки расположены на вершинах  

и склонах подводных вулканов (гайотов). Дон-

ные отложения полиметаллических сульфидов 

встречаются в активных гидротермальных ис-

точниках вдоль океанических хребтов.  

Одним из передовых промышленных мето-

дов добычи подводных полезных ископаемых 

является трубоподъемная система, состоящая 

из мобильного добычного робототехнического 

комплекса, передвигающегося по дну, насосной 

системы и надводных судов [3; 4]. Добычный 

робот используется для дробления и сбора дон-

ного рудного материала. Полученная руда по 

гибкой трубе подается в бункер-накопитель, за-

тем мощный всасывающий насос поднимает 

руду по жесткой трубе на вспомогательное 

судно. Такие системы на базе гусеничных ма-

шин тяжелой весовой категории (их масса со-

ставляет десятки и даже сотни тонн) уже ис-

пользуются для экспериментальной добычи по-

лезных ископаемых на шельфе [2–4]. Вместе  

с тем сложный рельеф дна и низкие несущие 

свойства водонасыщенных грунтов часто дела-

ют гусеничные машины малоэффективными  

в подводных условиях. Шагающие машины 

больше подходят для экстремальных условий, 

благодаря  высокой  профильной  и  грунтовой 
_________________________ 
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проходимости [5; 6]. С другой стороны, ша-

гающий способ передвижения требует допол-

нительных затрат мощности на преодоление 

сил инерции в каждом цикле движения. В рабо-

те исследуется влияние массы робота на струк-

туру его энергозатрат.  

Анализ базируется на результатах теорети-

ческих исследований и подводных испытаний 

шестиногого аппарата МАК-1 (рис. 1). Робот 

разработан для изучения особенностей подвод-

ной ходьбы [7; 8]. Наличие прототипа с извест-

ными кинематическими и инерционными ха-

рактеристиками движителя существенно облег-

чило проведение анализа. 
 

 
 

Рис. 1. Подводный шагающий робот МАК-1 

 

Конструктивно шагающий робот MAK-1 

содержит две шагающие опоры, соединенные 

рамой. Механизмы шагания (ноги) расположе-

ны вдоль бортов шагающих опор. Механизмы 

шагания – циклового типа с трансформируемой 

траекторией опорной точки [9]. На шагающих 

опорах также установлен бортовой силовой 

электропривод, размещенный в герметичных 

прочных корпусах. Электропривод – асинхрон-

ный, с частотным регулированием скорости 

вращения. Привод правого и левого борта неза-

висимые, это позволяет осуществлять поворот 

бортовым способом. Питание и управление 

осуществляется по кабелю с берега или с судна 

сопровождения. Масса робота – около 300 кг, 

габариты – 1,8×1,8×0,9 м. Максимальная ско-

рость под водой составляет 3–5 км/ч, в зависи-

мости от условий движения. В роботе реализо-

вана система пассивного управления стопой  

в фазе переноса [9].  

Проведено моделирование динамики робота 

с увеличенными по сравнению с МАК-1 габа-

ритами и массой (до 30 т). Профильная прохо-

димость шагающих машин определяется дли-

ной и высотой шага, а также величиной кли-

ренса. От клиренса также зависит и грунтовая 

проходимость, ее потеря обычно связана с по-

садкой машины днищем на грунт. Параметры 

шага и клиренс зависит от размеров ног. В ша-

гающем движителе MAK-1 максимальная дли-

на и высота шага ног составляют 1,2 м и 0,4 м 

соответственно, а изменяемый клиренс можно 

варьировать в диапазоне 0,6–0,8 м. В шагаю-

щем движителе MAK-1 параметры шага варьи-

руются. Длину и высоту шага можно менять  

в пределах 0,5–1,2 м и 0,075–0,4 м соответст-

венно. Клиренс можно менять в диапазоне 0,6–

0,8 м. Габариты шагающего робота с увеличен-

ной массой до 30 т позволяют увеличить разме-

ры ног до пяти раз по сравнению с МАК-1.  

В этом случае максимальная длина и высота 

шага будут соответственно равны 6 м и 2 м,  

а клиренс будет варьироваться в диапазоне  

3–4 м. С такими параметрами шага робот, оче-

видно, будет отличаться исключительно высо-

кой профильной проходимостью – он сможет 

перешагивать траншеи шириной до 6 м и пре-

одолевать уступы и выступающие препятствия 

высотой до 2 м. 

При определении энергозатрат шагающий 

робот рассматривался в виде системы твердых 

тел – корпуса и механизмов шагания, побортно 

объединенных в шагающие движители. Адап-

тирована к условиям рассматриваемой задачи 



ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

69 

обобщенная динамическая модель многоногого 

робота [10]. Движение шагающих опор задава-

лось кинематическими уравнениями. Ноги рас-

сматривались как плоские многозвенные меха-

низмы. При составлении дифференциальных 

уравнений движения звеньев ног их угловые 

скорости выражались через скорости точек, на 

которые накладываются внешние связи. Выра-

жения для скоростей и ускорений узловых то-

чек получались последовательным, от звена  

к звену, рассмотрением движений твердых тел. 

Для задания движения корпуса робота добавля-

лись зависимости для проекций относительных 

скоростей опорных точек, являющихся узло-

выми точками опорного звена, а также выраже-

ния для относительных координат опорных то-

чек, необходимые для определения момента 

смены стоп. При определении сил инерции  

в движителе находились скорости и ускорения 

центров масс звеньев механизмов шагания. 

Учитывалось увеличение масс и моментов 

инерции звеньев движителя при увеличении его 

габаритов. Выбор поперечных сечений звеньев 

ног осуществлялся из условия обеспечения 

достаточной прочности. Результаты расчета 

представлены на рис. 2. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 2. Структура цикловых затрат мощности шагающего робота МАК-1 массой 300 кг (а)  

и робота с увеличенными габаритами и массой 30 т (б) при средней курсовой скорости 5 км/ч: 
1 – мощность, расходуемая на преодоление сил тяжести; 2 – мощность, расходуемая на преодоление сил инерции корпуса;  

3 – мощность, расходуемая на преодоление сил инерции в движителе; 4 – суммарные энергозатраты 

 

У шагающего робота МАК-1 в общей 

структуре затрат мощности (рис. 2, а) наиболее 

существенными составляющими являются мощ-

ность, расходуемая на преодоление сил инер-

ции корпуса (кривая 2), и мощность, расходуе-

мая на преодоление сил инерции в движителе 

(кривая 3). Мощность, расходуемая на преодо-

ление силы тяжести (кривая 1), вносит наи-

меньший вклад в общие энергозатраты (кри- 

вая 4). При увеличении массы робота до 30 т 

ситуация меняется (рис. 2, б). Наиболее суще-

ственной составляющей становится мощность, 
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расходуемая на преодоление силы тяжести при 

вертикальных колебаниях корпуса (кривая 1). 

Мощность, расходуемая на преодоление сил 

инерции корпуса (кривая 2), существенно ей 

уступает (в 3–4 раза). Мощность, расходуемая 

на преодоление сил инерции в движителе (кри-

вая 3), практически не влияет на общие энерго-

затраты (кривая 4). Это обусловлено, главным 

образом, снижением угловых скоростей в ме-

ханизмах шагания при увеличении длины шага. 

Указанная тенденция сохраняется и при еще 

большем увеличении размеров и массы ша-

гающих роботов (при моделировании масса ро-

бота увеличивалась до 300 т).  

Проведенный динамический анализ пока-

зал, что у тяжелых шагающих роботов наи-

большие затраты мощности связаны с верти-

кальными колебаниями корпуса в каждом цик-

ле (шаге) движения. При этом мощность, рас-

ходуемая на преодоление цикловых сил 

инерции в движителе, незначительна. Вместе  

с тем указанные энергозатраты взаимосвязаны. 

У шагающих машин с движителями циклового 

типа уменьшить вертикальные колебания кор-

пуса можно путем ускорения фазы переноса 

стоп. Однако ускоренный перенос приводит  

к существенному росту сил инерции в движи-

теле и, соответственно, к росту энергозатрат их 

преодоления. Поэтому у легких шагающих ап-

паратов ускоренный перенос, как правило, не 

целесообразен. У тяжелых роботов, наоборот, 

за счет ускоренного переноса ног можно сни-

зить максимальное значение потребляемой 

мощности, так как роль затрат на преодоление 

сил инерции в движителе в общей структуре 

энергозатрат незначительна. Ускорить перенос 

можно как за счет кинематики механизма ша-

гания, так и путем регулирования скорости 

вращения их ведущих кривошипов.  

Таким образом, проведенный анализ пока-

зал, что в подводных условиях крупногабарит-

ные шагающие машины имеют преимущества 

перед аналогами меньшего размера. Увеличе-

ние размеров робота приводит к снижению ди-

намической нагруженности движителя. Также 

большие роботы, благодаря увеличению длины 

и высоты шага, могут обеспечить чрезвычайно 

высокую профильную проходимостью.  

Результаты работы могут быть востребова-

ны при разработке тяжелых шагающих робото-

технических систем, предназначенных для но-

вых промышленных технологий освоения под-

водных месторождений полезных ископаемых. 
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В статье рассмотрена процедура экспериментальной идентификации динамических параметров манипуля-
ционного робота методом наименьших квадратов с использованием обратной динамической модели манипу-
лятора (ОДМ-МНК). Затрагиваются вопросы учета трения и оптимизации идентификационной траектории. 
Представлено описание используемого метода. Приведены результаты экспериментов над роботом ARM105. 
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EXPERIMENTAL IDENTIFICATION OF DYNAMIC PARAMETERS 
OF A MANIPULATION ROBOT WITH SIX DEGREES OF FREEDOM 
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The article considers the procedure of experimental identification of the dynamic parameters of a robotic ma-
nipulator with the inverse dynamic identification model and ordinary least squares method (IDIM-OLS). The issues 
of taking friction into account and optimizing an identification trajectory are touched upon. A description of the 
method used is presented. The results of experiments on the ARM105 robot are presented. 

Keywords: manipulator, dynamic parameters identification, least squares method. 
 

Введение 
 

Обеспечение взаимодействия манипуляци-
онного робота с человеком продолжает оста-
ваться одной из актуальных задач современной 
робототехники. Для взаимодействия с челове-
ком робот должен уметь адаптироваться к его 
действиям, движениям и потребностям в режиме 

реального времени. При реализации такого под-
хода манипулятор может работать с людьми, 
повышая эффективность как человека, так и ро-
бота, а также обеспечивать безопасность работы. 

Авторами данной статьи рассматривалась 
реализация двух типов взаимодействия. Первый 

тип подразумевает безопасную реакцию робота 
на столкновение с человеком, наиболее простым 
видом которой является остановка робота. Вто-
рой тип подразумевает управление механиче-
ской проводимостью [1] или импедансом [2] ро-
бота, позволяющее ему следовать за внешними 

силами, и в том числе двигать манипулятор 
вручную. Оба рассмотренных типа взаимодей-
ствия базируются на возможности точной оцен-
ки системой управления робота внешнего уси-
лия, что, в свою очередь, требует точного знания 
параметров его динамической модели. 

В наиболее простом случае параметры ди-
намической модели манипулятора могут быть 
оценены при помощи его CAD-моделей. Одна-
ко такие оценки получаются довольно грубы-
ми. Более точным методом является экспери-
ментальная идентификация динамических па-

раметров. К настоящему времени существует 
широкий спектр методов решения данной зада-
чи [3–6]. Существуют также готовые про-
граммные библиотеки [7; 8], реализующие эти 
методы. Их использование позволяет снизить 
ошибку оценки динамических параметров при-
близительно с 15 до 2,5 % [7].  

В данной статье представлены общие сведе-
ния об используемом методе идентификации  
и результаты экспериментальной идентификации 
динамических параметров модели шестиосевого 
манипулятора ARM105 компании «Прикладная 
робототехника» (рис. 1). Манипулятор предпо-
лагается использовать для решения широкого 
класса производственных задач, что требует 
точных сведений о его динамической модели.  

 

 
 

Рис. 1. Манипулятор ARM105 
_________________________ 

© Суханов М. С., Воротников С. А., 2025. 
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Текст статьи разбит на три раздела. В пер-

вом кратко рассматриваются общие вопросы 

идентификации динамических параметров ма-

нипуляторов, во втором – описываются иссле-

дуемый манипулятор и предлагаемый алгоритм 

идентификации, в третьем – представлены ре-

зультаты экспериментов и их интерпретация. 
 

1. Общие сведения об идентификации  

динамических параметров манипуляторов 
 

Уравнение обратной динамической модели 

манипулятора (ОДМ) имеет следующий вид [9]: 

                        ,        (1) 

где      – матрица инерции манипулятора, 

        – матрица, описывающая влияние цен-

тробежных и кориолисовых сил,      – матри-

ца, описывающая влияние потенциальных сил, 

 ,  ,   – векторы координат, скоростей и уско-

рений сочленений манипулятора,   – вектор 

крутящих моментов в сочленениях манипу-

лятора. 

Введем вектор стандартных инерционных 

параметров (СИП) i-го звена: 
 

                                                                     
 
                              (2) 

 

где    – масса i-го звена,     ,     ,      – коорди-

наты центра масс i-го звена в связанной с ним си-

стеме координат,                                     – 

компоненты тензора инерции i-го звена    в свя-

занной с ним системе координат,      – приве-

денный к выходному валу момент инерции 

движущихся частей привода – ротора двигате-

ля, зубчатых колес редуктора, тормозной муф-

ты и т. п.  

    

               
               
               

   

ОДМ линейна [9] относительно СИП звень-

ев механизма. Следовательно, уравнение (1) 

может быть переписано в следующей форме: 

                                  (3) 

где            – матрица весовых коэффициен-

тов,          
  – вектор инерционных па-

раметров манипулятора,   – число степеней 

подвижности механизма. 

В дальнейшем для краткости           бу-
дем обозначать как D. Уравнение (3) описывает 

динамику манипулятора в одной точке. Пере-

пишем его для нескольких точек (4). 

                                  (4) 

где            
 

,                     
 

, 

                    ,       – величина, изме-

ренная в момент времени   . 

Для краткости            будем обозначать 
как  . С учетом случайных возмущений при 

измерениях выражение (4) преобразуется сле-

дующим образом: 

                             (5) 

где  – вектор случайных ошибок. 

Практически всегда некоторые из СИП ли-

бо не входят в уравнения движения манипуля-

тора, либо входят в него в устойчивых комби-

нациях [9]. Первый из описываемых случаев 

приводит к появлению в матрице   нулевых 

столбцов, второй – к появлению в матрице   

линейно зависимых наборов столбцов. В обоих 

случаях матрица   становится вырожденной, 

что приводит к невозможности решения СЛАУ 

(4). В связи с этим требуется предварительное 

определение минимального набора параметров 

 , достаточного для описания движения мани-
пулятора. В литературе такой набор называется 

набором базовых инерционных параметров 

(БИП) механизма. Он может быть определен 

при помощи правил перегруппировки парамет-

ров [10; 11], численно [9; 12] либо при помощи 

аналитических методов [13; 14]. В данной ра-

боте использовался метод, основанный на QR-

разложении матрицы   [12] с перестановкой 

столбцов. Номерам неопределимых СИП будут 

соответствовать номера столбцов матрицы R  

с нулевыми диагональными элементами. 

После исключения из матрицы   столбцов, 

соответствующих неопределимым СИП, вектор 

БИП   может быть оценен методом наимень-

ших квадратов [9]: 

     
    

    
                  (6) 

где    – преобразованная матрица  . 

Уравнения (4)–(6) описывают идентифика-

цию БИП методом наименьших квадратов с ис-

пользованием обратной динамической модели 

(ОДМ-МНК). Несмотря на то, что часть пара-

метров модели была исключена и перегруппи-

рована, БИП могут быть непосредственно ис-

пользованы в моделировании или управлении 

для решения прямой или обратной задачи ди-

намики соответственно. Однако для повышения 
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точности определения БИП следует дополни-

тельно учесть ряд факторов. 

Значительное влияние на движение мани-

пулятора оказывает трение в сочленениях. Иден-

тификации динамических параметров с учетом 

трения посвящен ряд работ [15; 16], в которых 

предлагается использование широкого спектра 

моделей. Из них в данной работе предлагается 

использовать модель, учитывающую трение 

Кулона, вязкое трение и смещение нуля датчи-

ка крутящего момента [15] (рис. 2). Как указы-

вается в работе [7], в большинстве случаев дан-

ная модель обеспечивает приемлемую точность. 

Она описывается следующим уравнением: 

τ                                , 

где τ    – крутящий момент трения, действую-

щий в i-ом сочленении;      – крутящий момент 

трения Кулона для i-го сочленения;      – коэф-

фициент вязкого трения для i-го сочленения; 

     – смещение нуля датчика крутящего момента 

i-го сочленения;     – скорость i-го сочленения. 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость крутящего момента трения в сочленении от его скорости 

 

Оценка вектора параметров данной модели 

трения   
   
                  

 
 может быть вы-

полнена совместно с инерционными парамет-

рами звеньев путем расширения вектора  
 
  

и добавления векторов весовых коэффициентов 

                     в матрицу  : 

 

              
 

,                                                              (7) 
 

   

 

 

         

           

            
          

 
 

                    
                    

  
           

  
            

 
 

  
                   

 , 

где  
   

 – расширенный вектор динамических 

параметров,    – расширенная матрица весо-

вых коэффициентов,        – элементы x-й 

строки матрицы  с  до  . 

Для уменьшения влияния случайных оши-

бок измерения и улучшения качества определе-

ния параметров также важно использование оп-

тимальных идентификационных траекторий.  

В данной области внимание исследователей 

было направлено на две основные проблемы. 

Первая из проблем – поиск критериев оп-

тимальности траектории. В различных работах 

предлагались следующие варианты: 

а) минимальность числа обусловленности 

матрицы   
    [7; 9; 17; 18]; 

б) максимальность минимального сингу-

лярного значения матрицы   
    [7; 9]; 

в) максимальность определителя матрицы 

  
    [9; 17]; 

г) минимальность суммы элементов матрицы 

  
   , находящихся вне главной диагонали [19]. 
Как отмечается в [5], траектории, синтези-

рованные с использованием данных критериев, 

обеспечивают похожие результаты. В исполь-

зуемом в данной работе программном обеспе-

чении [7] был реализован следующий критерий 

оптимальности: 

            
     

  
    

  

где         – число обусловленности;      – 

минимальное сингулярное значение матрицы 

  
   ;   ,    – весовые коэффициенты, подби-

раемые эмпирически. В данном случае было 

выбрано     ,       . 
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Вторая из проблем – поиск параметризации 

траектории. В данной работе была реализована 

параметризация в виде первых 20 гармоник ря-

да Фурье [7; 9]: 

        
    

   
          

    

   
           

  

   

     

где    – базовая частота,     ,      – оптимизи-

руемые коэффициенты,     – начальное поло-

жение сочленения. 

На траекторию дополнительно накладыва-
ются ограничения по максимально допустимым 
перемещениям, скоростям и ускорениям. Далее 
производится оптимизация      и      в соответ-
ствии с выбранным критерием. 

 

2. Описание исследуемого манипулятора  

и алгоритма оценки параметров 
 

Манипулятор ARM105 имеет шесть враща-
тельных степеней подвижности. Его кинемати-
ческая схема в нулевом положении представле-
на на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. Кинематическая модель манипулятора ARM105  

с пронумерованными сочленениями 

 

Для описания кинематической модели ис-

пользовалась стандартная нотация Денавита-

Хартенберга [20]. Геометрические параметры 

робота представлены в табл. 1. 
 

Таблица 1 

Геометрические параметры  

манипулятора ARM105 
 

i      , м   , м    

1   0,16 0     

2     0 0,47 0 

3   0 0,45 0 

4      0,184 0      

5   0,13 0      

6 0  0,065 0 0 

 

Для идентификации динамических пара-

метров в статье использовалась программа 

BIRDy [7]. На настоящий момент это наиболее 

полный проект в области идентификации  

динамических параметров манипуляционных 

роботов, имеющий открытый исходный код  

и широкий набор реализованных алгоритмов. 

Общий алгоритм состоит из следующих 

этапов (рис. 4, а): 

1. Генерация идентификационной модели 

робота. На данном этапе производятся опреде-

ление БИП и построение символьной модели 

робота. Так как каждое звено в соответствии  

с (2) и (7) описывается 14 параметрами, то мо-

дель робота ARM105 содержит 84 СИП. Из них 

было исключено и перегруппировано 26 неоп-

ределимых, к которым относятся: 

– для первого звена – все параметры, кроме 

коэффициентов трения; 

– для второго звена –   ,       ,      ,      ; 

– для третьего звена –   ,       , 
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– для четвертого звена –   ,      ,       , 

     ; 

– для пятого звена –   ,       ,      ,      ; 

– для шестого звена –   . 

Остальные 58 параметров после перегруппи-

ровки с неопределимыми составляют БИП и мо-

гут быть оценены. По результатам данного этапа 

составляются формулы для    – матриц   с ис-

ключенными неопределимыми параметрами. 

2. Генерация траектории. Выполняется в со-

ответствии с процедурой, описанной в п. 1. Для 

ее реализации была использована MATLAB 

функция fmincon [21], выполняющая однокри-

териальную оптимизацию с наложением огра-

ничений. В результате данного этапа получа-

ются массивы целевых положений   , скоро-
стей     и ускорений     сочленений в каждый 
момент времени. 

3. Передача сформированной траектории на 

контроллер робота и проведение эксперимента. 

Для этой задачи был реализован программный 

интерфейс. Получение данных о положениях  

и крутящих моментах в сочленениях осуще- 

ствляется с частотой      к ц. В результате 
данного этапа получаются массивы измерен-

ных положений    и крутящих моментов в со-

членениях   . 

4. Фильтрация данных. На этом этапе    

фильтруется и на основе отфильтрованных 

данных    путем численного дифференцирова-

ния вычисляются оценки скоростей     и ускоре-

ний     сочленений. Для фильтрации использо-
вался фильтр низких частот Баттерворта 4-го 

порядка с частотой среза       Гц и фильтра-
ция в прямом и обратном направлении [22]. 

Далее над   ,    ,     и    выполняется процедура 
прореживания – на каждые 125 измерений вы-

бирают одно, в результате чего получаются 

массивы    ,     ,     и   . Параметры фильтра  
и процедуры прореживания были выбраны  

в соответствии с рекомендациями [18]. 

5. Вычисление матрицы    и вектора   на 

основе    ,     ,     и   . 

6. Оценка   согласно (6). 
Структура взаимодействия блоков экспери-

мента представлена на рис. 4, б. 

 
 

 
                       а                                                                                                 б 

 

Рис. 4. Эксперимент по идентификации параметров: 
а – блок-схема алгоритма; б – структура взаимодействия блоков эксперимента 
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3. Результаты экспериментов  

с роботом 
 

В заключение был проведен натурный экс-

перимент с роботом в соответствии с описан-

ной процедурой. Установка для его проведения 

состоит из следующих частей (рис. 5): манипу-

лятор ARM105, установленный на основание; 

контроллер манипулятора; компьютер, выпол-

няющий обработку получаемых данных. 
 

 
 

Рис. 5. Фотография  

экспериментальной установки 

 

Данный манипулятор оснащен абсолютны-

ми энкодерами разрядностью 19 бит и датчи-

ками тока, обеспечивающими измерение с ша-

гом 0,1 % от максимально допустимого значе-

ния. Моменты в сочленениях вычислялись на 

основе данных о токе в приводах. Коэффициен-

ты, связывающие ток и момент, были вычисле-

ны на основе паспортных данных приводов. 

Длительность эксперимента составила 42 с. 

Качество определения динамических пара-
метров можно оценить путем сравнения  
моментов, получаемых при помощи динамиче-
ской модели с измеренными параметрами и по-
лучаемых датчиками робота. Основные показа-
тели качества – среднеквадратичное отклоне-
ние ошибки (СКО) оценки момента в сочлене-

ниях    и средняя относительная ошибка 

оценки момента    ср, вычисляемые по следую-

щим формулам: 

     τ      τ       
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где τ      – крутящий момент, измеренный в мо-

мент времени   в сочленении  , τ     – крутя-

щий момент, полученный с динамической мо-

дели в момент времени   в сочленении  ,      – 

ошибка оценки крутящего момента в момент 

времени   в сочленении  ,     – математическое 
ожидание ошибки оценки крутящего момента  

в сочленении  . 
В табл. 2 представлено СКО оценки момен-

та в сочленениях    и средняя относительная 

ошибка оценки момента    ср. Относительно из-

меряемых значений момента СКО достаточно 
малы по всем сочленениям. Относительные 
ошибки получились достаточно большими, что 
связано с высокой зашумленностью исходных 
измерений момента и оценок ускорения путем 
численного дифференцирования. 

 
   Таблица 2 

Погрешности оценки момента в сочленениях 
 

Номер сочленения 1 2 3 4 5 6 

  , Н·м 3,99 10,3 3,32 1.24 0.41 0,074 

   ср, % 17,92 % 25,44 % 8,74 % 11,74 % 6,09 % 13,21 % 

 

Графики измеренного и восстановленного 

на основании модели момента в сочленениях 

представлены на рис. 6.  

Как можно видеть, оценки модели доста-

точно точно повторяют измерения. 

На рис. 7 представлены гистограммы        . 

В случае качественного определения парамет-

ров распределение ошибок близко к нормаль-

ному и       [23]. Как можно видеть, этому 

условию удовлетворяют ошибки по всем со-

членениям, кроме второго. 
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Рис. 6. Измеренные и восстановленные моменты в сочленениях при движении по идентификационной траектории (Н·м). 

Тонкая сплошная линия – измеренный момент; жирная штриховая линия – оценка на основе идентифицированной  

модели; тонкая штриховая линия – ошибка оценки 

 

 
 

Рис. 7. Гистограммы ошибок оценки.  

Сплошная линия – оцениваемое нормальное распределение 

 
Таким образом, в целом алгоритм демонст-

рирует удовлетворительный результат, доста-

точный для применения на практике. Основная 

проблема полученных данных – наличие в рас-

пределении         для второго сочленения не-

скольких мод, что говорит о низкой точности 

оценок момента.  

Вероятнее всего, эта проблема вызвана не 

совсем корректной постановкой эксперимента 

и требует дальнейшего изучения. 
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Заключение 
 

В статье рассмотрена идентификация дина-

мических параметров манипулятора на основе 

обратной динамической модели и метода наи-

меньших квадратов. Данный подход может 

быть использован при реализации и настройке 

системы управления робота, нацеленного на 

тесное взаимодействие с человеком. Был вы-

полнен эксперимент с реальным роботом, по 

итогам которого была проведена оценка пара-

метров. Полученные с его помощью результаты 

оказались достаточно точны для применения на 

практике. Предложенный подход обеспечивает 

более высокую точность определения парамет-

ров по сравнению с традиционными методами, 

основанными на использования CAD моделей. 
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В статье рассмотрена задача размещения зарядных станций и планирования маршрутов для группы бес-

пилотных летательных аппаратов (БПЛА), выполняющих покрытие больших территорий. Предложен алго-

ритм, оптимизирующий распределение задач между БПЛА и расстановку зарядных станций для снижения 

времени выполнения миссии с учетом уровня заряда батареи БПЛА и числа станций.  
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The article deals with the problem of placing charging stations and planning routes for a group of UAVs covering 

large areas. We propose an algorithm that optimizes a distribution of tasks between UAVs and a placement of charging 

stations to reduce mission time, taking into account a charge level of a UAV battery and a number of charging stations. 
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Введение 
 

Решение задачи покрытия широко востре-

бовано в различных областях, связанных с мо-

ниторингом и сбором данных. Под покрытием 

территории понимается процесс, при котором 

один робот или группа мобильных роботов 

должны последовательно посетить или обсле-

довать заданную область. Примеры практиче-

ских приложений задачи покрытия включают 

обследование инфраструктуры, мониторинг  

и опрыскивание полей в сельском хозяйстве, 

аэрофотосъемку, выявление лесных пожаров, 

поисково-спасательные операции. Беспилотные 

летательные аппараты (БПЛА) активно приме-

няются в задачах покрытия, так как позволяют 

оперативно собирать данные в недоступных 

или труднодоступных для наземных роботов 

местах. Для уменьшения времени выполнения 

миссий покрытия на больших площадях при-

меняется одновременно группа БПЛА. Для это-

го часто зону покрытия разделяют на несколько 

участков, и каждый БПЛА производит облет 

своего участка. 

Многороторные БПЛА являются наиболее 

популярными благодаря простоте управления, 

высокой маневренности и точному трехмерно-

му перемещению, а также возможности верти-

кального взлета и посадки без взлетно-

посадочных полос или пусковых установок. 

Массовое производство основных компонентов 

БПЛА (электродвигателей, контроллеров, ак-

кумуляторов) привело к снижению цен и упро-

щению технического обслуживания. Несмотря 

на перечисленные достоинства, многороторные 

БПЛА характеризуются повышенным энерго-

потреблением и сравнительно небольшим вре-

менем полета на одном заряде аккумулятора. 

Это создает проблему при покрытии крупных 

территорий, так как требует частой смены ба-

тареи или подзарядки. 

Одним из решений данной проблемы явля-

ется размещение стационарных зарядных стан-

ций [1]. Такой подход позволяет избежать не-

обходимости возвращения БПЛА на исходную 

позицию для зарядки или замены аккумулято-

ров. Статичные  зарядные  станции эффективно 
_________________________ 
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венной программы Республики Татарстан «Научно-технологическое развитие Республики Татарстан». 
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применять, когда требуется регулярный мони-

торинг территории. Однако с внедрением за-

рядных станций усложняется задача планиро-

вания маршрутов и координации полетов груп-

пы БПЛА, так как необходимо учитывать вре-

менные затраты на подзарядку и координацию 

полетов, чтобы свести к минимуму время про-

стоя БПЛА и избежать падения уровня заряда 

батареи БПЛА ниже критического порога. 

В данной работе предлагается алгоритм, со-

четающий в себе оптимизацию распределения 

задач среди группы гомогенных БПЛА и рас-

становку стационарных зарядных станций на 

территории [2]. Алгоритм направлен на повы-

шение эффективности автоматизированного 

мониторинга больших территорий, обеспечивая 

сокращение общего времени миссии. С помо-

щью выбора параметров алгоритма учитывает-

ся баланс между количеством зарядных стан-

ций, их расположением и временем, затрачи-

ваемым на перемещение БПЛА к станциям. 
 

Постановка задачи 
 

Подлежащая охвату территория P пред-

ставляет собой многоугольник с наложенной  

на нем сеткой, с ячейками единичного раз- 

мера 1 2{ , }NP p p p  . Для проведения охва- 

та используется k гомогенных БПЛА 

1 2{ , }kU U U U   с одинаковым объемом заряда 

батареи, позволяющим пролететь расстояние T. 

Каждый БПЛА начинает движение в стартовой 

точке D, расположенной вне области P. В об-

ласти P возможно расположить статичные за-

рядные станции [3] в количестве не более чем 

m. Предполагается, что объем заряда станции 

не ограничен, зарядная станция может устанав-

ливаться в любой ячейке области P и одновре-

менно обслуживать до q БПЛА. Учитывая 

большие площади подлежащей охвату террито-

рии, расход заряда БПЛА считается пропорцио-

нальным пройденному расстоянию, пренебрегая 

увеличенным расходом при совершении манев-

ров поворота, разворота, взлета и посадки.   

В процессе выполнения покрытия области P 

БПЛА перемещаются от центра своей текущей 

ячейки к центру соседней ячейки в одном из 

восьми следующих направлений: вверх, вниз, 

влево, вправо или по диагонали; в задачах по-

крытия – это ограничение позволяет не остав-

лять промежутков в покрытии (например, меж-

ду ячейками). Вне территории P БПЛА пере-

двигаются по кратчайшему расстоянию между 

точками старта и назначения (по прямой). Пе-

релет к зарядным станциям и возвращение  

в зону покрытия подразумевается также по 

прямой траектории. В данной задаче предпола-

гается использование многороторных БПЛА  

с вертикальным взлетом и посадкой, каждый из 

которых занимает уникальный фиксированный 

эшелон, и не способен к совершению столкно-

вения с другими БПЛА.  

Решением задачи следует считать траекто-

рии путей покрытия для каждого БПЛА ipath  

для :1i i k   , которая является последова-

тельностью ячеек области P с фиксированной 

точкой старта is P , и последовательность но-

меров ячеек для установки зарядных станций 

1 2{ , }wChS p p p  , где w m . 

Все БПЛА вылетают одновременно из стар-

товой точки D, двигаются с фиксированной 

скоростью прямолинейно к точке старта is P , 

далее производят индивидуальное покрытие 

согласно назначенному пути ipath . При паде-

нии уровня заряда батареи БПЛА производит 

приостановку выполнения миссии покрытия  

и движется к ближайшей по прямой зарядной 

станции [4], производит зарядку батареи и воз-

вращается к месту на пути ipath , на котором 

прервалась задача покрытия. После завершения 

покрытия своего участка БПЛА возвращается  

к стартовой точке D. На протяжении всей мис-

сии заряд ни одного БПЛА не должен опускать-

ся ниже критического порога заряда батареи .  
 

Алгоритм покрытия 
 

Вначале для всей области P генерируется 

общий маршрут покрытия [5] для одного аген-

та. Поскольку алгоритм предназначен для по-

крытия больших территорий без учета препят-

ствий или непокрываемых областей внутри об-

ласти P, БПЛА в процессе покрытия движется 

преимущественно по прямолинейным траекто-

риям. Для построения маршрута используется 

алгоритм бустрофедона, основанный на раз-

биении области покрытия на параллельные по-

лосы, которые затем последовательно обходят-

ся зигзагообразным движением; подход мини-

мизирует количество разворотов и позволяет 

эффективно покрывать заданную территорию. 

В алгоритме сравнивается несколько вариантов 

построения покрытий с различными углами по-

ворота от 0 до 90 градусов (0, 15, 30, 45, 60, 75, 

90) и выбирается тот, который содержит мини-

мальное количество маневров для БПЛА (на 

рис. 1 представлено сравнение для горизон-
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тального и вертикального в 90 градусов угла 

поворота), что способствует снижению затрат 

энергии и повышению эффективности покры-

тия области P. Результатом работы является 

маршрут покрытия всей области P одним 

БПЛА, который обозначим как CvgPath. Его 

длина равна общему количеству ячеек области 

P и будет обозначаться через |CvgPath|.  

 

      
 

Рис. 1. Подсчет количества поворотов БПЛА при покрытии  

под углами 0 и 90 градусов 

 

Далее маршрут разбивается на k непрерыв-

ных сегментов, чтобы каждый БПЛА мог после-

довательно покрыть свой участок. Задаются гра-

ницы сегментов; первый сегмент начинается  

с первой ячейки CvgPath, а последний сегмент 

завершается на ячейке |CvgPath|. Таким образом: 

1 2 3 11 k ks s s s s CvgPath      .     (1) 

Тогда БПЛА iU  последовательно покрыва-

ет ячейки 
11 1{ , }

i i is s sp p p
  . Каждый БПЛА iU  

начинает в стартовой точке, производит покры-

тие (при необходимости отклоняясь от мар-

шрута для зарядки), а затем возвращается  

в точку старта, затрачивая на это время iTime . 

Полное время выполнения миссии определяет-

ся как  

1
max( ).i

i k
Time Time

 
                    (2) 

Основная цель состоит в снижении общего 

времени Time (2) за счет планирования полет-

ных маршрутов БПЛА и одновременной рас-

становки достаточного числа зарядных стан-

ций. Множество зарядных станций задается 

номерами ячеек, на которых они будут уста-

новлены, 1 2{ , }wChS p p p  , где w m . Зада-

ча сводится к одновременному поиску множе-

ства 2 3{ , }kS s s s   из (1) и набора зарядных 

станций 1 2{ , }wChS p p p   для минимизации 

значения Time (2). Эта задача, как и построение 

маршрутов покрытия в общем случае, является 

NP-сложной, и ее вычислительная сложность 

экспоненциально возрастает с увеличением 

размеров исходных данных.  

Для решения предлагается использовать ге-

нетический алгоритм [6]; для этого определим 

его основные компоненты. Хромосома решения 

представляет собой последовательность точек, 

разделяющих маршрут CvgPath, а также после-

довательность координат зарядных станций 

(рис. 2). Стоит отметить, что обе части хромо-

сомы упорядочены в соответствии с нумераци-

ей ячеек области. 
 

 
 

Рис. 2. Структура хромосомы решения 

 

Начальная популяция формируется случай-

ным образом: часть особей генерируется путем 

разбиения маршрута CvgPath на равные сег-

менты со случайным отклонением на каждом 

из них, а координаты для расположения m за-

рядных станций выбираются произвольно.  

Оператор скрещивания формирует новую 

хромосому на основе двух родительских, по-

разному обрабатывая границы сегментов и ко-

ординаты зарядных станций. Границы сегмен-

тов подвергаются одноточечному скрещиванию 

в случайно выбранном гене, тогда как для за-
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рядных станций используется покомпонентное 

скрещивание: с фиксированной вероятностью 

станция наследуется от одного из родителей. 

Представление воздействия оператора скрещи-

вания приведено на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. Реализация оператора скрещивания 

 

Оператор мутации случайным образом 

сдвигает границы сегментов, а также удаляет 

или добавляет зарядные станции. Выделяются 

три разновидности мутации, каждая из которых 

применяется с фиксированной вероятностью. 

Для уменьшения общего числа зарядных стан-

ций после мутации дополнительно применяется 

оператор, который объединяет близко распо-

ложенные станции в одну и удаляет те, кото-

рые не были задействованы при покрытии  

области P. 

Функция приспособленности оценивает 

время завершения миссии Time (2) и общее ко-

личество зарядных станций |Ch| по формуле: 

F Time Ch  ,                   (3) 

где весовые коэффициенты   и β задают при-

оритет между временем выполнения миссии  

и числом зарядных станций. В качестве меха-

низма отбора в алгоритме используется тур-

нирная селекция, основанная на значениях 

функции приспособленности (3) для всех осо-

бей популяции. 

Прототип программного обеспечения для 

генетического алгоритма разработан на языке 

Python с использованием научных библиотек 

для визуализации данных. Для проверки кор-

ректности и эффективности разработанного 

подхода были проведены вычислительные экс-

перименты на различных тестовых наборах 

данных (рис. 4.). В частности, было проведено 

сравнение временных затрат и структуры рас-

становки зарядных станций при различных па-

раметрах   и β функции приспособленности. 

Вычислительные эксперименты подтвердили 

возможность снижения общего времени мис-

сии за счет эффективного распределения сег-

ментов маршрута и выбора координат зарядных 

станций.  

 

 
 

Рис. 4. Работа программы на случайной карте.  

Стрелками показаны пути покрытия для трех БПЛА. 

Квадратами обозначены зарядные станции 

 
Для анализа эффективности предложенного 

генетического алгоритма покрытия территории 

(ГАПТ) было проведено сравнение с двумя 

альтернативными методами размещения заряд-

ных станций и распределения зоны покрытия. 

Первый метод (алгоритм Алг1) предусматрива-

ет разделение маршрута между БПЛА на рав-

ные участки и случайное расположение заряд-

ных станций при условии их равномерного 

размещения на территории покрытия. Второй 

метод (алгоритм Алг2) использует принцип 

разделения маршрута на равные участки, но 

станции размещались по «жадной» схеме: по-

сле случайного выбора первой зарядной стан-

ции каждая последующая ставилась макси-

мально далеко от уже установленных. 

Для сравнения эффективности Алг1, Алг2  

и ГАПТ было сгенерировано 30 различных 

многоугольных карт размером от 500 до 10000 

квадратных ячеек. На каждой карте алгоритмы 

запускались с одинаковыми начальными пара-

метрами (количество БПЛА, объем заряда). 

Оценивались суммарное пройденное нефунк-

циональное расстояние (которое БПЛА проле-

тают при полете к зарядным станциям и воз-

вращении в точку продолжения миссии, без 

учета полета непосредственного выполнения 

покрытия; единицы измерения – количество 
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ячеек), количество установленных зарядных 

станций, количество произведенных зарядок на 

одной станции, количество поколений до схо-

димости (только для ГАПТ), время выполнения 

алгоритма. Вычислительные эксперименты 

проводились на компьютере MacBook Air (M1), 

8-core CPU, 8GB RAM. В таблице представле-

ны средние значения показателей для тридца-

ти запусков алгоритмов, по одному на каждой 

карте.  

 

 
Средние значения показателей 

 

Показатель Алг1 Алг2 ГАПТ 

Суммарное пройденное расстояние, ячейки 34,58 31,65 9,3 

Количество станций 4,97 5,1 8,84 

Количество зарядок на одной станции 1,39 1,21 2,03 

Число поколений – – 7,07 

Время работы, с 0,53318 0,76003 1,10980 

 

 

Таблица показывает, что у ГАПТ средние 

значения суммарного нефункционального рас-

стояния ниже, чем у базовых методов Алг1  

и Алг2. С параметрами   = 0,9 и β = 0,1 функ-

ции приспособленности (3) ГАПТ генерирует 

большее число зарядных станций, и каждая 

станция используется интенсивнее, но это не 

ведет к увеличению общего пройденного не-

функционального расстояния всеми БПЛА.  

Несмотря на несколько большее время вычис-

лений, применение генетического алгоритма 

повышает эффективность покрытия большой 

площадной территории группой БПЛА, сокра-

щая общее время миссии. Более того, измене-

ния акцента с минимизации нефункционально-

го расстояния на минимизацию числа зарядных 

станций достигается варьированием парамет-

ров функции (3). 
 

Заключение 
 

Предложенный генетический алгоритм ре-

шает задачу планирования маршрутов группы 

БПЛА и расстановки стационарных зарядных 

станций на больших территориях. Подход учи-

тывает энергопотребление БПЛА и позволяет 

снизить общее время миссии за счет рацио-

нального размещения станций и распределения 

участков покрытия между БПЛА. Результаты 

вычислительных экспериментов показали эф-

фективность и гибкость метода при оптимиза-

ции времени миссии и количества зарядных 

станций. 
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Рассматривается кинематика якорно-тросового движителя мобильного робота, корпус которого переме-
щается в плотных средах за счет притягивания гибкими связями к расположенным на неподвижной поверх-
ности опорам. Приводится аналитическое решение уравнений кинематики движения опоры относительно 
корпуса с учетом геометрии механизма подъема-опускания. 
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KINEMATICS OF THE ANCHOR-ROPE PROPULSION UNIT  
OF A MOBILE ROBOT TAKING INTO ACCOUNT  
THE GEOMETRY OF THE LIFTING MECHANISM 

 

Volgograd State Technical University 
 

The kinematics of the anchor-rope propulsion device of a mobile robot is considered. The mobile robot body 
moves in dense environments due to attraction by flexible connections to supports located on a fixed surface. The 
analytical solution of the equations of the kinematics of the movement of the «anchor» relative to the body is given, 
taking into account the geometry of the lifting-lowering mechanism. 

Keywords: lifting mechanism, anchor-rope propulsion unit, mobile robot. 
 

Введение 
 

Широко известны механизмы подъемно-
транспортных устройств, обеспечивающие пе-
ремещение прикрепленного к гибкой связи (ка-
нату, тросу, цепи) грузу при намотке гибкой 
связи на барабан. Подобные механизмы явля-
ются неотъемлемой частью тросовых роботов 
различной конструкции [1; 2]. Учет конструк-
ции направляющих роликов, лебедок, механиз-
мов намотки не является принципиально новой 
задачей [3], однако в конкретных тросовых 
системах встречаются особенности, связанные 
с взаимным размещением механизмов и управ-
лением приводами.  

 

 
 

Рис. 1. Модель мобильного робота с якорно-тросовыми 
движителями: 

a – платформа (корпус-понтон); б – сервопривод с барабаном  
механизма подъема; в – груз-опора; г – движитель 

Известен [4] мобильный робот с якорно-

тросовыми движителями (рис. 1), корпус кото-

рого немногим легче окружающей среды (на-

пример, перемещаемый под водой понтон с не-

большой положительной плавучестью). Якор-

но-тросовые движители такого робота перио-

дически дискретно взаимодействуют опорами 

(«якорями») с поверхностью водоема. 

Перемещение каждой из опор относительно 

движущегося корпуса происходит за счет одно-

временной работы двух механизмов подъема-

опускания, включающих барабан и сервопри-

вод, при этом предполагается отсутствие воз-

можности контролировать фактическое поло-

жение опоры относительно корпуса. При согла-

сованном управлении приводами нескольких 

движителей подобного робота возможные не-

точности программных законов могут привести 

к существенным отклонениям от целенаправ-

ленного движения. 
 

Постановка задачи 
 

С целью оценки возможных ошибок при 

управлении движением мобильного робота, вы-

званных не учитываемой в проведенных ранее 

исследованиях [5–7] геометрией барабана при-

вода, рассматривается кинематика одного 

якорно-тросового движителя, лабораторная мо-

дель которого приведена на рис. 2. 
_________________________ 
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Рис. 2. Лабораторная модель якорно-тросового  
движителя 

Рассматриваемое движение иллюстрируют 

рис. 3 (положение движителя с минимально 

возможной длиной гибкой связи и средним по-

ложением «якоря») и рис. 4 (произвольное по-

ложение «якоря»). Перемещение «якоря» отно-

сительно корпуса происходит в описываемой 

системой координат Oxz плоскости, перпенди-

кулярной проходящим через точки M1 и М2 

осям вращения установленных на серводвига-

тели барабанов и связанной с корпусом мо-

бильного робота. 
 

 

 
Рис. 3. Кинематическая схема якорно-тросового движителя  

(длина гибкой связи минимальна) 

 

 

 
Рис. 4. Кинематическая схема якорно-тросового движителя  

при произвольном положении «якоря» (точка А) 
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Модель кинематики  

движения якоря 
 

Задаваемый при управлении роботом угол φ 

поворота вала M сервопривода, на котором ус-

тановлен барабан лебедки радиуса R, связан  

с начальным углом φ0 поворота вала и длиной 

гибкой связи на барабане соотношением 

0 0 0 0R R AB R R A B        ,        (1) 

где γ, γ0 – текущий и начальный углы обхвата 

гибкой связью поверхности барабана, AB, A0B0, – 

текущая и начальная длины свободной части 

гибкой связи от точки В барабана до точки А 

крепления «якоря». 

Уравнения x(t), z(t) движения точки А («яко-

ря») в связанной с корпусом системе координат: 

cos sin

sin cos

x R R AB

z R AB

    


   
.               (2) 

Используя тривиальные геометрические со-

отношения для зависимости вспомогательного 

угла γ от координат «якоря» с учетом радиуса 

барабана лебедки 

arctg arctg
R x R

AB z

   
     

   
,           (3) 

получаем задаваемый при управлении роботом 

угол φ поворота вала серво-привода в зависи-

мости от законов x(t), z(t) движения «якоря»: 
 

0 0 0
0

0 0 0

arctg arctg arctg arctg
A B x RR AB R x R

R A B z R AB z

 
         ,                    (4) 

где 

 
2 2 2

0 0 0 0A B x R z R    ,          
2 2 2 .AB x R z R                                     (5) 

 

Уравнения (4) и (5) позволяют однозначно 
определить программные законы для управле-
ния серводвигателями робота при заданных 
x(t), z(t).  

Совокупность уравнений (2) для всех дви-
жителей робота определяет движение опор 
(«якорей») относительно корпуса. Шагающе-
подобный характер движения опорных точек 
определяет существование на траектории 
x = f(z) «якоря» участков, соответствующих 
опоре «якоря» на грунт (при некоторых допу-
щениях, например, поступательном движении 
корпуса, зависимость x(t) будет соответство-

вать уравнению движения корпуса робота)  
и ускоренному переносу «якоря». 

Например, на участке траектории, соответ-
ствующей опорной фазе при поступательном 
равномерном движении корпуса, x(t) = Vt, 
z(t) = z (V = const – скорость поступательного 
движения корпуса, z = const – расстояние от 
осей лебедок до поверхности дна водоема). Для 
такого простейшего движения программные за-
коны управления серводвигателями, учиты-
вающие геометрию барабана лебедки и соот-
ветствующие схеме рис. 3 начальные условия 
φ0 = 0, z0 = R, x0 = R+b/2, A0B0 = b/2, имеют вид: 

 

 

 

 

2 2 2

2 2 2

2
arctg arctg

2 2

arctg arctg

b R b
t

R b R

Vt R z R R Vt R

R zVt R z R

    

   
  

  

.                            (6) 

При отсутствии учета влияния геометрии ба-

рабана лебедки задаваемые при управлении ро-

ботом зависимости для угла φ поворота вала сер-

вопривода будут иметь упрощенный вид [5–7]: 

   
2 22 2 2 2

0 00 0
0 0

x R z R x R z RA B AB

R R

      
       .                      (7) 

 

Частный случай (6) равномерного посту-

пательного движения корпуса при отсутст- 

вии учета геометрии барабана лебедки будет 

иметь вид: 

   
2 2 21

2

b
t Vt R z R

R

 
      

 
.          (8) 

Результаты моделирования 
 

С целью сравнительной оценки движения 
мобильного робота по программным законам уп-
равления сервоприводом, определенным с уче-
том геометрии барабана лебедки (4) и без учета 
(8), проведено численное моделирование част-
ного случая поступательного движения корпуса 
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и опорной фазы движителя с начальными усло-
виями в соответствии со схемой рис. 3, а также  
с тестовыми значениями скорости движения 
V = 1 м/c, расстояния от осей лебедок до поверх-
ности дна водоема z = 0,1 м, радиуса барабана 
блока лебедки R = 0,03 м. 

Результаты численного моделирования про-
граммных законов управления приводом бара-
бана лебедки приведены на рис. 5. При задан-
ных тестовых значениях ошибки определения 
угла поворота, угловой скорости и углового ус-
корения составили 6–10 %. 

 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 5. Зависимости угла поворота (а), угловой скорости (б)  

и углового ускорения (в) вала сервопривода от времени  

(1 – с учетом геометрии барабана, 2 – без учета геометрии барабана) 
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Заключение 

Учет геометрии барабана лебедки в матема-

тической модели кинематики якорно-тросового 

движителя позволяет улучшить точность про-

граммных законов управления сервоприводами 

мобильного робота, определяемых по заданны-

ми движениям корпуса и относительного дви-

жения опор механизмов передвижения. 
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