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Предложен метод изменения закона естественного движения твердого тела в поле силы тяготения за 

счет присоединения к нему дополнительных тел. Между исходным телом и дополнительно введенными ус-

танавливаются связи. Эти связи рассматриваются как идеальные и могут быть как голономными, так и него-

лономными. Обсуждена практическая значимость предлагаемого метода. 
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A method is proposed for changing the law of natural motion of a solid body in the gravitational force field by 
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Введение 

 

Задача перемещения грузов в вертикальной 

плоскости является одной из актуальных задач 

во многих отраслях хозяйственной деятельно-

сти. Обычно она решается с помощью тех или 

иных грузоподъемных машин и механизмов: 

подъемные краны, лифты, манипуляторы и др. 

[1]. Причем они применяются как при подъеме 

грузов, так и при их опускании. В том и другом 

случаях расходуется энергия. При подъеме со-

вершается полезная работа по подъему груза,  
а часть энергии затрачивается на необратимые 

потери, как правило тепловые. При опускании, 

при использовании нерекуперативного привода 

энергия затрачивается на необратимые потери, 

также, как правило, тепловые. Так, например, 

для двигателей постоянного тока развиваемый 

им момент обычно учитывается [2] линейной 

зависимостью от тока в электрической цепи,  
а тепловые потери пропорциональны его квад-

рату. Если учесть, что развиваемый момент 

пропорционален весу P, поднимаемого или 

опускаемого с постоянной скоростью груза, то 

уровень тепловых потерь A определяется вы-

ражением: 

2

0

,A P dt


                          (1) 

где α – коэффициент пропорциональности, за-

висящий от характеристик конкретного двига-

теля и привода подъема опускания, τ – время 

работы. 
Для снижения нагрузки P на двигатель 

применяется уравновешивание. Однако это хо-

тя и снижает уровень тепловых потерь, но пол-

ностью их не устраняет в силу необходимости 

подъема и опускания одним и тем же механиз-

мом подъема и опускания тел различного веса. 

Поэтому востребованной становится задача пе-

ремещения грузов в поле сил тяжести, в част-

ности их опускания в соответствии с заранее 

заданным законом без использования того или 

иного двигателя, а за счет накладываемых свя-

зей, как это имеет место во многих задачах ро-

бототехники [3–5]. 
_________________________ 
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Постановка задачи 
 

Рассматривается механическая система с S 
степенями свободы. Накладываются как S-1 го-

лономных, так и неголономных стационарных 

связей. Кинетическая энергия T системы опре-

деляется выражением: 

 21 1 , , 1 1 ,
2 2

i j
ijT my a q q i j S         (2) 

где aij – матрица инерционных коэффициентов, 

дополнительно присоединенной механической 

системы, элементы которой могут зависеть от 

всех обобщенных координат qj, y; m – масса 

опускаемого груза; повторяющиеся индексы  
в (2), как это принято в тензорном анализе оз-

начают по ним суммирование. 
Уравнения голономных связей задаются  

в форме: 
   1 1, 0, 1 ,n

kf q q y k K            (3) 
а неголономных, линейных относительно ско-

ростей, в виде: 
 0, 1,2i

pi pyA q A y p P   ,           (4) 
где Api, Apy – функции обобщенных координат. 

Причем 
1P K S   .                        (5) 

Схематично рассматриваемая система пред-

ставлена на рис. 1. 
 

 
Рис. 1. Условная механическая система: 

1 – опускаемый груз; 2 – присоединенная механическая система; 
3 – накладываемые связи 

 
Из активных сил, действующих на механи-

ческую систему, учитывается сила тяжести, 

приложенная к грузу m. 
Дифференциальные уравнения движения 

рассматриваемой механической системы мож-

но разделить на две группы. Первая группа со-

стоит из одного уравнения, описывающего 

движение вдоль оси Оy груза массы m: 

1 1
.

K P
k pk

py
k p

fmy mg A
y 


    


           (6) 

Вторая группа состоит из S-1 уравнения: 

1
2

ij kjj j k
ij k i

a a
a q q q

q q
  

   
  

 

1 1
,

K P
k pk

pii
k p

f A
q 


   


           (7) 

где λ
k
, λ

p – неопределенные множители Ла-

гранжа. 
Ставится задача разработки кинематиче-

ских схем присоединенных механических сис-

тем к перемещающемуся в поле тяготения 

твердого тела, обеспечивающих задаваемое 

программное движение рассматриваемого тела. 
 

Присоединенный механизм  
поступательного перемещения  

твердого тела 
 

Рассматривается твердое тело массы m, пе-

ремещающееся вдоль вертикальной оси Oy под 

действием силы тяжести mg. Это тело связано 

шарнирно жестким невесомым стержнем дли-

ны l с телом массы M, перемещающимся по го-

ризонтальной направляющей вдоль оси Ox 
(рис. 2). В начальный момент система находит-

ся в покое, а груз массы m в начале координат 
 

 
 

Рис. 2. Кинематическая схема механизма: 
1 – тело массы m; 2 – невесомый стержень длины l;  

3 – тело массы M; 4 – направляющие 
 
Рассматриваемая кинематическая схема со-

ответствует введению одной голономной связи, 

накладываемой на механическую систему  
с двумя степенями свободы: 

  2 2 2, ( ) 0.f x y y x l                  (8) 
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Тогда, имея ввиду, что q1=
 
x, i

 
=

 
j
 
=1, aij =

 
M, 

уравнения (6), (7) приобретают форму:  

2 ,

2 .

my mg y

Mx x

  


  
                    (9) 

Совместное решение уравнений (8) и (9) по-

зволяет получить зависимость y = y(t). Позво-

ляют они найти и зависимость Vy =Vy(y). Так, 

если при t
 
=

 
0, y0 =

 
0, Vy =

 
0, то  

2 2

2
,

1
y

gy
V

y

l y







                    (10) 

где ψ
 
=M/m. 

На графиках (рис. 3) представлены зависи-

мости при различных соотношениях масс ψ, 

скорости Vy от координаты y и l =10 м. 

 

 

 
 

Рис. 3. Зависимость скорости опускания тела от его координаты: 

1 – ψ = 0; 2 – ψ = 5; 3 – ψ = 10 

 

 

Особенность движения тела состоит в том, 

что если ψ ≠ 0, то независимо от массы M при-

соединенной системы при опускании с высоты 

l скорость тела в конечной точке равна нулю,  

а закон движения изменяется по сравнению со 

случаем свободного движения (рис. 3, (1)). 
 

Присоединение дополнительного механизма  

в виде маховика переменного радиуса,  

на винтовую поверхность которого  

навит трос с опускаемым грузом 
 

На рис. 4 представлена кинематическая 

схема рассматриваемого механизма, особен-

ность работы которого состоит в том, что при 

опускании тела 1 вдоль вертикальной оси Oy 

маховик 3 совершает вращательное движение 

вокруг горизонтальной оси Ox и поступатель-

ное движение вдоль той же оси. Поступатель-

ное перемещение осуществляется за счет силы 

давления троса на маховик в направлении  

по оси Ох. 
 

 
 

Рис. 4. Кинематическая схема механизма: 
1 – опускаемый груз; 2 – трос, навитый на маховик переменного 

радиуса R = R(x); 3 – маховик переменного радиуса;  
4 – цилиндрические шарниры 
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В соответствии с (2) кинетическая энергия 

системы представляется в форме: 

2 2 21 1 1 ,
2 2 2

T J Mx my               (11) 

где M, J – соответственно масса и момент 

инерции маховика относительно оси Ox.  
На движение рассматриваемой механиче-

ской системы накладывается связь: 

( ) 0y R x  ,                       (12) 

которая устанавливает зависимость скорости   
груза m от угловой скорости маховика и его 

смещения как твердого тела вдоль оси Ox.  
Накладывается и голономная связь, устанав-

ливающая связь между углом поворота махови-

ка φ и его смещением вдоль оси Ox, что опреде-

ляется уравнением винтовой линии на маховике, 

являющейся направляющей для троса: 

( ) 0.x                          (13) 

Тогда уравнения движения в случае идеаль-

ности связей имеют вид: 

1 2

2

1

( ) ,

,

,

J R x

Mx
x

my mg

    



 


  

                 (14) 

где λ1, λ2 – неопределенные множители Ла-

гранжа. 
Однако анализ движения рассматриваемой 

механической системы удобно проводить на 

основе гипотезы об идеальности связей. В этом 

случае имеет место первый интеграл: 

const,T                         (15) 

где Π – потенциальная энергия системы. 
Тогда с учетом (11)–(13) при нулевых на-

чальных условиях: 0 0 00, 0, 0y x     и, имея 

ввиду, что 

,mgy                           (16) 

можно, как и для предыдущей механической 

системы (рис. 2), получить зависимость скоро-

сти   груза массы m от его положения. Для это-

го, опираясь на (12) и (13), следует установить 

зависимости: 

( ), ( ).x x y y                  (17) 

Действительно, если ввести функцию 

u = u(x), удовлетворяющую дифференциально-

му уравнению: 

( ) ,du dR x
dx dx


                    (18) 

то из (12) с учетом (13) следует: 

( )y u x .                         (19) 

Из (19) определяется первая из функций 

(17), которая в совокупности с (13) позволяет 

найти вторую функцию. 
Тогда из (11) с учетом (16) и (17) следует: 

2 2

2 ,

1
y

gyy V
J d dx
m dy dy

 
   

    
   

       (20) 

где ψ
 =M/m. 

Так, если 
2

2

,
,

ay by
x ey dy

  


 
                     (21) 

что обусловлено конструктивными параметра-

ми маховика, то 

2

2 ,y
gyV

A By Cy


 
                (22) 

где A, B, C, – параметры, зависящие от коэффи-

циентов уравнений (21) и относительной массы 

ψ маховика. Так, если маховик имеет постоян-

ный радиус R, а его масса распределена по обо-

ду, то  

1.MA
m

                       (23) 

На графиках (рис. 5) представлены зависи-

мости Vy =Vy(y) при различных значениях B и C 
при ψ

 = 1. 
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Рис. 5. Зависимость скорости опускаемого тела от его координат: 
1 – B=0, C=0; 2 – B=2, C=2; 3 – B =10, C =10 

 

 
Выводы 

 

Полученные результаты подтверждают 

возможность управления движением механиче-

ских систем за счет целенаправленного нало-

жения связей. Этот способ, в отличие от управ-

ления движением тем или иным приводным 

двигателем, отличается большей энергоэффек-

тивностью, так как не требует дополнительного 

источника энергии. 
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