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Представлены метод управления механическими системами с упругими телами и результаты моделиро-
вания управляемого движения манипулятора с упругим звеном. Выполнен сравнительный анализ программ-
ного и управляемого движения в системе моделирования ФРУНД. Анализируется устойчивость управляе-
мого движения рабочего органа манипулятора. 
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The results of modeling the controlled motion of a manipulator equipped with elastic links are presented. For com-
parative analysis, program and controlled motions are calculated in the FRUND software package. The inverse kine-
matics problem is solved. The stability of the controlled motion of the manipulator's working element is analyzed.  
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Введение 
 

Одной из разновидностей роботов являются 

коллаборативные роботы – коботы [1]. Коботы – 
это автоматические механизмы, способные ра-

ботать на производстве различных продуктов 

совместно с человеком, что, в свою очередь, 
позволяет не останавливать производство  
в случае необходимости физического взаимо-

действия с людьми [2]. Данные роботы в отли-

чие от стандартных промышленных машин 

способны отслеживать положение работника  
в их рабочей зоне и не допускать аварийных 

ситуаций с помощью датчиков. Коботы, как  
и промышленные роботы, оснащены манипуля-

торами и программируемыми устройствами 

управления, однако значительно меньше, ком-

пактнее [3]. Коллаборативные роботы приме-

няются на производстве в решении задач, кото-

рые нельзя полностью автоматизировать [4–6]. 
Несмотря на то что коботы намного безопас-
нее, методы управления такими роботами 

сложнее и не всегда эффективны. В связи  
с этим актуальным является синтез законов их 

управления. 

1. Теоретическая часть 
 

Существующие теоретические методы оп-

тимального управления, например, методы 

Понтрягина и Беллмана, применимы к узкому 

классу задач, как правило, небольшой размер-

ности. Актуальной является разработка мето-

дов, применимых для широкого класса механи-

ческих систем, математические модели ориен-

тированы на численное решение. 
Рассмотрим методы управления, основан-

ные на обобщенной задаче динамического 

уравновешивания [7–8], которая использует 

уравнения динамики механической системы  
в виде: 

( , , )
( , , )0

T x f x x tM D
p h x x tD

    
    

    
,         (1) 

где x – n-мерный вектор координат; p – k-мерный 

вектор множителей Лагранжа; M – матрица инер-

ции; D – матрица коэффициентов уравнений свя-

зей; ( , , )f x x t  – вектор внешних сил; ( , , )h x x t  – 
правая часть уравнений связей. При численном 

интегрировании системы (1) решается система 

линейных алгебраических уравнений 
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где А – является матрицей коэффициентов из (1). 

Вектор множителей Лагранжа может быть под-

разделен как 3 2 1( )T T Tp p p p , где 
1

p – вектор 

множителей Лагранжа размерности k1, соответ-

ствующих приводам, 2p – множители Лагранжа 

некоторых желаемых реакций выбранных связей 

размерности k2, 3p – остальные множители. 

Пусть 2 ( )rp p t , ( )rp t  – некоторые функции, 

задающие желаемые реакции, которые могут 

быть обеспечены добавлением в правые части 

уравнений связей, соответствующих 
1

p , неиз-

вестных функций w(t), задающих смещения 

приводов. С учетом этого уравнение (2) может 

быть переписано следующим образом: 

3 0 30 1

20 2

1 10 3

( ) ( )
( )

T T T T T T

r

x p x p A
p p A w t
p p A

     
     

      
    
    

,    (3) 

где          являются подматрицами из    . 
Из (3) следует, что 

1
2 20( ) ( ( ) )rw t A p t p  .                   (4) 

Программную скорость и перемещения, не-

обходимые для ПД-регуляторов, можно опре-

делить путем интегрирования уравнения (4). 

Уравнение (3) с учетом (4) описывает управ-

ляемое движение нелинейной механической 

системы при критерии минимизации в сле-

дующем виде: 

0

( ( ))
T

rI R p t dt  ,                       (5) 

где R – некоторая положительно определенная 

функция. В простейшем случае, когда 0rp  , 
следует 0I  . Очевидно, что (4) гарантирует 

выполнение критерия: 
2

2
10

( ) 0
T k

i
i

J q x dt


  ,                  (6) 

где 2 ( )iq x  является правой частью уравнений 

связей, соответствующих 2.p  Cилы оптималь-

ного управления в смысле (5) и (6) определяют-

ся из 
1 10 3 ( )p p A w t  .                    (7) 

Управляющая сила (момент) в ПД регуля-

торе привода с учетом программной силы на-

ходится по следующей формуле: 
( )ПM c d t   ,                 (8) 

где c – коэффициент обратной связи по ошиб-
ке перемещения; d – коэффициент обратной 

связи по ошибке скорости;   – ошибка пере-

мещения привода;   – ошибка скорости приво-

да; ( )ПM t – программная сила, найденная из (7). 
 

2. Расчетное исследование 
 

2.1. Описание расчетной схемы 
 

Манипулятор состоит из трех подвижных 

звеньев и основания. Расчетная схема манипу-

лятора в визуализаторе системе моделирования 

ФРУНД показана на рис. 1. Каждое звено имеет 

шесть степеней свободы, три звена – 18. Кине-

матические связи убирают 15 степеней свобо-

ды, следовательно, манипулятор имеет три сте-

пени свободы и три привода. Кинематическая 

пара 5 класса – цилиндрический шарнир, моде-

лируется двумя кинематическими парами 3  
и 2 класса, расположенными в разных точках – 
выноска на рис. 1. Все три звена имеют длину 

равную 500 мм. 
 

 
 

Рис. 1. Модель манипулятора с жесткими звеньями: 
1 – основание; 2 – первое звено; 3 – второе звено; 4 – третье звено; 
5 – цилиндрический шарнир; 6 – соединительный элемент, зада-
ющий  программную силу;  7 – соединительный элемент, модели- 

рующий ПД регулятор 
 
В дальнейшем третье звено модели будет 

заменено на два звена той же суммарной длины 

с упругим элементом между ними. Звенья ма-

нипулятора связаны между собой и с основани-

ем цилиндрическими шарнирами.  
 

2.2. Задание программного движения 
 

Для описания программного движения схва-

та используются следующие параметры: смеще-

ние по осям – Δx, Δy, Δz; время движения t2. 
Траектория движения интерполируется триго-

нометрическими функциями с нулевыми зна-



ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 
18 

чениями скорости и ускорения в начальной  
и конечной точках. На рис. 2 показана зави-
симость движения точки схвата манипулято- 

ра при следующих параметрах: Δy = 0,5;  
Δx = –0,0025; Δz = –0,5; t2 = 0,2, на рис. 3 пока-

зана кинограмма движения манипулятора. 
 
 

 
Рис. 2. Программное перемещение, скорость и ускорение точки схвата  

по оси Y манипулятора с жесткими звеньями: 
1 – перемещение; 2 – скорость; 3 – ускорение 

 
 
 

2.3. Решение обратной задачи 
 

 
Рис. 3. Кинограмма программного движения манипулятора 

 
 
Решение обратной задачи позволяет полу-

чить законы программного движения приво-
дов. На рис. 4 показаны угловое перемещение  

и скорость второго привода в случае жесткого 

третьего звена. 
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Рис. 4. Угловое перемещение, скорость и управляющий момент  
второго привода в случае жесткого выходного звена: 

1 – угловое перемещение; 2 – угловая скорость; 3 – управляющий момент 
 

2.4. Моделирование управляемого движения  
манипулятора с упругими звеньями 

 

Для моделирования управляемого движения 

с учетом упругих звеньев третье звено моде- 
ли манипулятора было разбито на две час- 
ти, связанные упругим шарниром по трем уг-
ловым координатам. Угловая жесткость по  
указанным направлениям бралась равной 

0,5 /uc Н м Рад  . Расчетная схема третьего 

звена манипулятора показана на рис. 5. 
В качестве программного движения исполь-

зовалось движение, показанное на рис. 2. Ре-

зультаты моделирования управляемого движе-

ния представлены на рис. 6, 7. 
 

 

Рис. 5. Модель манипулятора с упругим шарниром 
 

 
Рис. 6. Угловое перемещение и скорость второго привода в случае упругого выходного звена  

при управляемом движении: 
1 – угловое перемещение; 2 – угловая скорость; 3 – управляющий момент 



ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 
20 

 

На рис. 6 показаны графики изменения пе-

ремещения, скорости и управляющего момента 

во втором приводе. В отличие от случая с жест-

ким третьим звеном после достижения схватом 

целевой точки движение привода не прекраща-

ется, а происходит постепенное затухание. 

Точность положения целевой точки при этом 

остается достаточно высокой и составляет 0,1–

0,2 мм. Таким образом, полученное управление 

манипулятором с упругим звеном обеспечивает 

достаточно  высокую  точность позиционирова- 

ния схвата, однако движение звеньев манипу-

лятора не прекращается после выполнения про-

граммного движения. В связи с этим выполнен 

анализ влияния параметров коэффициентов уг-

ловой жесткости uc  и демпфирования ud  упру-

гого звена на динамику манипулятора. На рис. 7 
показана зависимость угла поворота во втором 
приводе от угловой жесткости звена. Как и сле-

дует ожидать, амплитуда колебаний значи-
тельно уменьшается с увеличением угловой 

жесткости. 
 

 
Рис. 7. Зависимость угла поворота второго привода от коэффициента жесткости: 

1 – Cu= 0,5; 2 – Cu = 1; 3 – Cu ≥ 2 

 
Затухание колебаний в приводах также зна-

чительно увеличивается с увеличением демп-

фирования в упругой связи (рис. 8). 

 

 
 

Рис. 8. Зависимость угла поворота второго привода от коэффициента демпфирования: 
1 – Du = 0,02; 2 – Du = 0,05; 3 – Du = 0,07; 4 – Du = 0,1; 5 – Du = 0,2 
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Сравнение показало, что увеличение угло-

вой жесткости и демпфирования также поло-

жительно влияет на затухание управляющего 

момента в приводах (рис. 9, 10). 
 

 
Рис. 9. Зависимость управляющего момента второго привода от коэффициента жесткости: 

1 – Cu = 0,5; 2 – Cu = 1; 3 – Cu = 2; 4 – Cu = 4; 5 – Cu = 8 
 
Увеличение параметра коэффициента жест-

кости, аналогично угловой скорости, положи-

тельно влияет на управляющий момент в при-

водах. На рис. 10 показано влияние на момент 

упругой силы ud . 

 

 
Рис. 10. Зависимость управляющего момента второго привода от коэффициента демпфирования: 

1 – Du = 0,02; 2 – Du = 0,05; 3 – Du = 0,07; 4 – Du = 0,1; 5 – Du = 0,2 
 
Численное моделирование показало, что 

увеличение угловой жесткости и демпфирова-
ния в упругой связи незначительно увеличивает 
точность позиционирования схвата. 

 

Заключение 
 

В работе созданы две модели манипулятора 

с жесткими и упругими звеньями. Рассчитаны 

основные параметры управляемого движения 

каждой модели и проведен их сравнительный 

анализ. Результаты сравнительного анализа по-

казали, что рассматриваемый метод управле-

ния, позволяет получить достаточную точность 

программного движения выходного звена для 

случая существенно податливых звеньев мани-

пулятора. Использование более высоких значе-

ний коэффициентов жесткости и демпфирова-
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ния позволяет снизить колебания в приводах 

без потери точности перемещения точки схва-

та. Метод управления может найти применение 

в коллаборативных роботах, предназначенных 

для работы в непосредственной близости с че-

ловеком. 
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Статья посвящена разработке принципа реализации интеллектуального управления манипулятором-
триподом с использованием средств экспертной системы. Рассматривается интеграция технологий искусст-
венного интеллекта для обеспечения высокоэффективного и адаптивного управления триподом, предназна-
ченным для выполнения сложных манипуляций в условиях динамической среды. В статье описаны ключе-
вые особенности системы управления манипулятором-триподом, а также роль экспертных систем в обра-
ботке и анализе данных для принятия оптимальных управляющих воздействий. 

Ключевые слова: интеллектуальное управление, экспертная система, автоматизация, манипулятор-
трипод, позиционирование. 
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The article is devoted to the development of the principle of implementing intelligent control of a tripod manip-
ulator using expert system tools. The integration of artificial intelligence technologies to ensure highly efficient and 
adaptive control of a tripod designed to perform complex manipulations in a dynamic environment is considered. 
The article describes the key features of the tripod manipulator control system, as well as the role of expert systems 
in data processing and analysis to make optimal control actions. 
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