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В статье рассматривается модель динамики движений манипулятора-трипода с дополнительной пассивной 
связью. Представлена система дифференциальных уравнений Лагранжа 2-го рода в матричной форме. Приво-
дятся результаты решения первой задачи динамики, определяются управляющие силы, необходимые для вы-
полнения программных перемещений звеньев манипулятора из выбранной начальной точки в конечную.  

Ключевые слова: манипулятор-трипод, динамика управляемого движения, первая задача динамики, 
управляющие силы. 

 

A. V. Nelyubova, I. P. Vershinina 
 

DYNAMICS CONTROLLED MOVEMENT OF THE  
MANIPULATOR-TRIPOD WITH ADDITIONAL LINK 

 

Volgograd State Technical University 
 

The article presents a model of the dynamics of movements of a manipulator-tripod with an additional passive 
link. A system of Lagrange differential equations is in matrix form presented. The results of solving the first dynam-
ics problem are presented. The control forces necessary to perform program movements of the manipulator links 
from the point to point are determined. 
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Введение 
 

Промышленный манипулятор как много-
звенный пространственный механизм с не-
сколькими степенями подвижности представ-
ляет собой сложную многомерную динамиче-
скую систему, к которой предъявляют высокие 
требования по точности и быстродействию при 
отработке заданных траекторий. Эффектив-
ность работы манипулятора в значительной 
степени определяется качеством управления, 
высокий уровень которого можно обеспечить 
только при адекватном учете их кинематиче-
ских и динамических свойств на этапах проек-
тирования. В работе ставится задача динамиче-
ского анализа, то есть определение движущих 
сил, обеспечивающих выполнение программ-
ных движений звеньев манипулятора. 

 

Анализ объекта исследования 
 

Для расширения рабочего пространства  
и сохранения таких характеристик, как жест-
кость, точность и быстродействие, рассматри-
ваются манипуляторы, в основе которых при-
сутствуют механизмы как параллельной, так  
и последовательной структуры, так называемые 
гибридные манипуляторы. В таких манипуля-

торах последовательный механизм комбиниру-
ется с параллельным механизмом. Гибридные 
манипуляторы обеспечивают высокую произ-
водительность и теоретически большее рабочее 
пространство.  

В качестве объекта исследования рассмат-
ривается гибридный манипулятор  манипуля-
тор-трипод с дополнительной связью [1]. Под 
дополнительной пассивной связью понимается 
полая металлическая труба, которая одним 
концом крепится к выходному звену манипуля-
тора, а другим концом к двухстепенному шар-
ниру. Труба перемещается вдоль направляю-
щих и вращается относительно вертикальной  
и горизонтальной осей, но не вращается вокруг 
своей оси. Кинематическая схема манипулято-
ра приведена на рис. 1. Манипулятор состоит 
из четырех линейных исполнительных звеньев. 
Три звена (1, 2, 3) связаны с поворотным осно-
ванием ABC с помощью двух подвижных шар-
ниров. Другие концы этих звеньев закреплены  
с помощью сферических шарниров на выход-
ном звене 6.  

Дополнительная связь в виде полой метал-
лической трубы 5 обеспечивает жесткость кон-
струкции  и принимает на себя изгибающие мо- 
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менты, возникающие при выполнении техноло-
гических операций рабочим органом. Также 
полая труба позволяет передавать моменты от 
двигателей, установленных на неподвижном 
основании, к рабочему органу манипулятора 
или служить проводником для рабочей жидко-
сти, таким образом, расширяет функциональ-

ные возможности по сравнению с аналогами 
[2]. Изменение длины хотя бы одного линейно-
го исполнительного звена 1, 2 или 3 изменяет 
положение выходного звена 6. Четвертый ли-
нейный привод 4 обеспечивает поворот тре-
угольного основания вокруг горизонтальной 
оси, увеличивая рабочую зону манипулятора. 

 

 
Рис. 1. Схема манипулятора-трипода с дополнительной связью 

 
Механическая система манипулятора рас-

сматривается как совокупность механизмов  
с жесткими звеньями. Динамическая модель ма-
нипулятора описывается как механизм, состо-
ящий из четырех твердых тел. Звено AD (элек-
троцилиндр) включает в себя два твердых тела: 
цилиндр и шток. Цилиндр совершает враща-
тельное движение вокруг неподвижной оси, 
параллельной оси Ox, шток совершает плоское 
движение. Учтываются массово-геометрические 
характеристики реального манипулятора [3], 

масса цилиндра m41, его момент инерции отно-
сительно оси вращения I41, масса штока m42, его 
центральный момент инерции I42. Поворотное 
основание ABC рассматривается как твердое 
тело, вращающееся вокруг неподвижной оси Ox 
(BC) с моментом инерции относительно оси 
вращения IOA. Звено L ‒ отрезок KM переменной 
длины полой трубы 5, основа эксплуатационных 
свойств манипулятора, совершает простран-
ственное движение. Масса звена L и главные 
центральные моменты  инерции  соответственно 

 

 
Рис. 2. Манипулятор-трипод с дополнительной пассивной связью 
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равны m5 и I5. Массово-геометрические пара-
метры полноразмерной физической модели ма-
нипулятора (рис. 2) приведены в работе [3]. 

 

Система дифференциальных уравнений 
динамики в матричной форме 

 

Для реализации программных законов пере-
мещения исполнительных звеньев манипуля-
тора необходимо решить две задачи динамики. 
Первая задача динамики сводится к определе-
нию движущих сил, необходимых для реали-
зации программного движения, с учетом изве-
стных законов движения всех звеньев робота 
при выполнении требуемого технологического 
процесса. Определив движущие силы, можно 
выбрать двигатели, способные осуществить 
программные движения манипулятора. Опреде-
ление динамических нагрузок, действующих на 
звенья механизмов, необходимо также для оцен-
ки прочности, жесткости и надежности системы 
[4]. Вторая задача динамики заключается в оп-
ределении двинамических ошибок ‒ отклонений 
законов движения от программных. Задача опре-
деления динамических ошибок сводится к ин-
тегрированию уравнений движения механи-
ческой системы совместно с уравнениями дина-
мических характеристик двигателей.  

Механизм рассматриваемого манипулятора-
трипода с дополнительной связью имеет четы-

ре степени свободы. Конфигурация манипуля-
тора описывается четырьмя обобщенными 
координатами: угол поворота основания ABC 
манипулятора q1 = φ(t), длина отрезка полой 
трубы q1 = L(t), углы q2 = ψ(t), q3 = δ(t), которые 
определяют положение подвижной системы 
координат Kx5y5z5 (орты 5 5 5, ,i j k ) относительно 
неподвижной Oxyz (орты , ,i j k ) [5]. Геометри-
ческие параметры основания манипулятора  
и точек крепления на поворотном основании 
OA, OB = OC, OD, DK (рис. 1). Перемещения 
звеньев манипулятора происходит под действи-
ем движущих сил, действующих со стороны 
штоков электроцилиндров (рис. 1). 

Для формирования дифференциальных урав-
нений движения используются уравнения Ла-
гранжа 2-го рода [6]. Кинетическая энергия ма-
нипулятора складывается из кинетической 
энергии плоского механизма DABC и кинетиче-
ской энергии полой трубы L. Кинетическая 
энергия плоского механизма DABC включает  
в себя кинетическую энергию корпуса актуато-
ра 4 (звено AD) при его вращательном движе-
нии вокруг неподвижной оси и кинетическую 
энергию штока при движении вместе с корпу-
сом и относительно корпуса.  

Полная кинетическая энергия манипуля-
тора [6]: 

 
2 2 2 2 2 2

5 5 0 5 5 5 5
1 0,14 1 10,17 ( ) ( sin ) .
2 2 2

T I m L L m L5
1 12 2 2 2 22 2 2 2

5
2

2 25 5 5 5
22

55 5 55 5 55 5 52
2 2 22 2 22 ( sin )sin )2 2 22 2 22
5 5 55 5 55 5 5

2222 2222
5 5 05 5 05 5 05 5 005 5 00( )(( )(( )( )222
5 5 005

2222 2 2
5 55 55 55 5
2 2sinsin2 22 2
5 55
2 2 2.22                     (1) 

 
Уравнение Лагранжа 2-го рода в матричной 

форме имеет вид: 

, + ,A q q B q q q C q D q F tq B q q q C q, ++B q, ++           (2) 
где A(q), B(q,q̇), C(q), D(t)  матрицы, завися-
щие от параметров механизма манипулятора, 
обобщенных координат и обобщенных скоро-
стей, F(t)  вектор сил, развиваемых приводами 
в степенях подвижности манипулятора.  

Вектор-строки обобщенных координат qT, 
обобщенных скоростей q̇, обобщенных ускоре-
ний  и движущих сил FT: 

φ ψ δTq L ,     φ ψ δTq L ψ δδTq φT φ , 

φ ψ δTq L δψ δTqT φ ,                   (3) 

1 2 3 4 .TF F F F F                  (4) 

Инерционная матрица A(q) является диаго-
нальной и имеет вид: 

5

5
2

5 5

(φ) 0 0 0
0 0 0

,
0 0 0
0 0 0 sin ψ

пр

K

K

I
m

A q
I

I

          (5) 

где 0,14(φ) = 0,17 φπпрI – приведенный мо-

мент инерции [6], 5m  ‒ масса полой трубы, 
2

5 5 0 5( )KI m L L I  ‒ момент инерции от-
носительно точки K. 

Матрица B(q,q̇) параметров механизма, за-
висящая от обобщенный координат и обобщен-
ных скоростей, имеет вид: 
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Матрица C(q) учитывает потенциальные силы: 
22

4
42 2

4

41 1 42 4 40 22
4 4

5

5 0

cosφ sinφ 1 sinφ
3

sinφ cosφ
( )

.sinφ

cosψ
( )sinψ

0

BC

c

OAOD l OD OA
m g m gOA

l
OD OA OA

m l m l l g
C q l l OD OA

m g
m g L L

                        (7) 

Матрица коэффициентов движущих сил D(q): 

11 14

21 22 23

31 32 33

41 42 43

0 0
0

,
0
0

d d
d d d

D q
d d d
d d d

                                                            (8) 

где элементы матрицы [7]: 
5 5

11
5 5 5 51

( cosψ sinψ )sinφ
,

( sinψ cosδ cosψ cosδ )cosφ
DK L rOAd

OD L rl
 

14
4
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,

φOD OA
d

l
 

5
21
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22
2
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, 

23
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Определение движущих сил 
 

Для решения первой задачи динамики ма-
нипулятора необходимо определить движущие 
силы. Изначально конфигурация манипулятора 
задана в нулевом положении, выходное звено 
манипулятора находится в точке M0 (xM0 = 0 мм, 
yM0 = 405 мм, zM0 = 305 мм). В данном положе-
нии все длины звеньев манипулятора мини-
мальны: l1 = 535 мм, l2 = 535 мм, l3 = 535 мм,  
l4 = 535 мм, угол поворота поворотного основа-
ния ABC равен φ0 = 20°. Координате точки M0 
соответствуют значения обобщенных коорди-
нат φн = 0,35, Lн = 1018 мм, ψн = ‒1,14, δн = 0. 

В качестве исполнительных звеньев мани-
пулятора (рис. 2) используются актуаторы LA-
T6 с рабочим ходом 400 мм и максимальной 
скоростью 50 мм/с.  

Необходимо рассчитать движущие силы 
исполнительных звеньев манипулятора для 
обеспечения перемещения выходного звена из 
нулевого положения M0 в начальную точку Mн 
(xMн = 0 мм, yMн = 500 мм, zMн = 400 мм). И далее 
из начальной точки Mн реализовать движение 
выходного звена по прямой в конечную точку 
Mк (xMк = 100 мм, yMк = 700 мм, zMк = 500 мм). 
Решением задачи позиционирования находим 
обобщенные координаты L, ψ, δ через декарто-
вы координаты xM, yM, zM [6]. Таким образом, 
начальной точке Mн соответствуют значения 
обобщенных координат φн = 0,22, Lн = 1145 мм, 
ψн = ‒1,01, δн = 0. Конечной точке Mк соот-
ветствуют значения обобщенных координат 

φк = ‒0,11, Lк= 1372 мм, ψк = ‒1,1, δк = ‒0,16. 
В качестве закона изменения обобщен- 

ных координат (φ, L, ψ, δ) выбираем полиноми-
нальный закон, соответствующий «мягкому» 
касанию: 

2 3

2 3( ) ( ) 10 15 6 ,s sн sк sн
t t tq t q q q     (9) 

где s ‒ номер обобщенной координаты (1, 2, 3, 
4); τ ‒ конечное время перемещения выходного 
звена манипулятора.  

В рассматриваемом примере время переме-
щения из нулевого положения M0 в начальную 
точку Mн составляет τ0 = 5 с. С учетом реаль-
ных скоростей для выбранных актуаторов  
манипулятора максимальная скорость для ис-
полнительных звеньев l2(t) и l3(t) составляет  
48 мм/с. Скорость исполнительного звена l1(t)  
15 мм/с, скорость исполнительного звена l4   
8 мм/с. Время перемещения из начальной точки 
Mн в конечную точку Mк составляет τ1 = 10 с. 
Максимальная скорость для исполнительного 
звена l3(t) составляет 46 мм/с. Скорость испол-
нительного звена l2(t)  30 мм/с, скорость ис-
полнительного звена l1(t)  25мм/с, скорость 
исполнительного звена l4(t)  10 мм/с.  

На рис. 3 представлены графики изменения 
движущих сил манипулятора в процессе пере-
мещения выходного звена из нулевого положе-
ния M0 в начальную точку Mн с учетом решения 
уравнения (2) при подстановке коэффициентов 
(5)–(8).  

 
 

 
Рис. 3. График изменения движущих сил F1, F2, F3, F4 при перемещении выходного звена  

из нулевого положения в начальную точку за конечное время τ0 
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На рис. 4 представлены графики изменения 
движущих сил манипулятора в процессе пере-
мещения выходного звена из начальной точки 

Mн в конечную Mк с учетом решения уравнения 
(2) при подстановке коэффициентов (5)–(8).  

 

 
Рис. 4. График изменения движущих сил F1, F2, F3, F4 при перемещении выходного звена  

из начальной точки в конечную за конечное время τ1 
 
 
Из анализа рис. 3 и рис. 4 можно сделать 

вывод, что самым нагруженным является звено 
4, максимальные значения движущих сил F4 не 
превышают 100 Н. Рассмотренная методика 
решения прямой задачи динамики позволяет 
определить программные усилия, необходимые 
для реализации перемещения выходного звена 
манипулятора за конечное время. Характерис-
тики двигателей зависят от вида выполняемых 
манипулятором технологических операций, 
внешних нагрузок и ограничений на быстро-
действие. 

 

Заключение 
 

Представленная динамическая модель ма-
нипулятора гибридной структуры позволяет 
провести расчеты движущих сил и интегриро-
вание системы дифференциальных уравнений  
с целью решения второй задачи динамики.  
В статье получены значения движущих сил для 
скоростей манипулятора-трипода с дополни-
тельной связью, что позволит обоснованно ис-
пользовать методы аналитического программи-
рования входных управляющих сигналов при-
водных двигателей. 
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