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изменения тока якоря, близкий к оптимальному, 
обеспечивает требуемую производительность 
электропривода в заданное время T и может быть 
программно настроен на одно из условий опти-
мизации, но ограничен возможностью возник-
новения колебаний РО вследствие характера из-

менения движущего момента. На рис. 4 пред-
ставлен экспериментальный характер тока якоря 
при аппроксимации оптимального движения в ре-
жиме ШИМ-управления, наглядно отражающий 
сложный характер изменения движущего мо-
мента, определяющего динамику движения РО. 

 

 
Рис. 4. Экспериментальный характер тока якоря при аппроксимации оптимального движения  

в режиме ШИМ-управления 
 
Дополнительным достоинством оптималь-

ного ШИМ-управления оказывается близкое  
к минимуму потребление энергии при выпол-
нении операции открытия-закрытия ЗУ, по-
скольку часть заданного времени выполнения 
программы приходится на участок паузы сле-
дования импульсов, что на рис. 4 видно сниже-
ниями значений величины тока якоря. 
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The article discusses the use of the Particle Swarm Optimization method as an algorithm for solving the inverse 
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Введение 

 

В настоящее время манипуляторы находят 
применение в различных отраслях промышлен-
ности и сферах услуг. В рамках широкого спек-
тра задач существуют такие, где предъявляются 
особые требования к области достижимости 
манипуляторов с учетом существующих в ус-
ловиях данной задачи пространственных огра-
ничений. Это привело к появлению манипуля-
торов, способных обеспечить данные требова-
ния – главным образом, манипуляторов с из-
быточным числом степеней подвижности 
(МИСП). Наличие дополнительных степеней 
подвижности позволяет МИСП корректно по-
зиционировать схват по положению и ориента-
ции на тех участках рабочей области, доступ  
к которым затруднен ввиду особенностей вы-
полняемой операции [1]. Например, при вы-
полнении сварочных операций такой особенно-

стью может являться форма свариваемых изде-
лий. На рис. 1 показано преимущество 7-сте-
пенного робота-манипулятора (рис. 1, б) перед 
обычным 6-степенным роботом-манипулято-
ром (рис. 1, а) – наличие дополнительной сте-
пени подвижности позволяет обрабатывать 
весь периметр сварного шва [2]. 

Однако наличие дополнительных степеней 
подвижности приводит к изменениям в синтезе 
системы управления манипулятором, в частно-
сти, в решении обратной задачи кинематики 
(ОЗК). Решение ОЗК заключается в нахожде-
нии обобщенных координат сочленений мани-
пулятора по заданным значениям положения  
и ориентации схвата [3] (рис. 2, а). В отличие 
от нее прямая задача кинематики (ПЗК) опре-
деляет по заданным значениям обобщенных 
координат соответствующие значения положе-
ния и ориентации схвата (рис. 2, б). 

 

 
Рис. 1. Демонстрация сварочной операции:

а – 6-степенной робот-манипулятор; б – 7-степенной робот-манипулятор 

а 

б 
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Рис. 2. Две задачи кинематики манипулятора: 
а – обратная (ОЗК) и б – прямая (ПЗК) 

 
Положение ОЗК в общей структуре систе-

мы управления манипулятором представлено 
на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Обобщенная иерархия задач  

управления манипулятором 
 
В случае МИСП число степеней подвижно-

сти манипулятора превышает число простран-
ственных степеней свободы схвата. Такая из-
быточность увеличивает область достижимости 
манипулятора, но приводит к появлению мно-
жественности возможных решений, что накла-
дывает ограничения на выбор подходящего ме-
тода решения ОЗК [4]. 

Так, традиционные аналитические методы 
решения ОЗК основываются на выводе явных 
математических выражений для переменных 
обобщенных координат, что возможно только  
в сравнительно простых системах с ограничен-
ным числом степеней подвижности [5]. В слу-

чае избыточных степеней подвижности анали-
тические методы не подходят для практическо-
го применения, поскольку сложность вывода 
уравнений значительно возрастает из-за мно-
жественности возможных решений [6]. Более 
того, такой подход не позволяет эффективно 
учитывать дополнительные критерии оптими-
зации, такие как отсутствие коллизий [7]. 

Численные методы, включая градиентный 
спуск и алгоритмы Ньютона, часто применяются 
для поиска решений в многомерных пространст-
вах [8]. Однако и они имеют свои ограничения. 
Во-первых, данные методы сильно зависят от 
выбора начальной точки, что может привести  
к застреванию в локальном оптимуме [9].  
Во-вторых, вычислительная сложность этих ме-
тодов возрастает экспоненциально с увеличени-
ем размерности задачи, что существенно снижа-
ет их эффективность в случае МИСП [10]. 

Вопрос выбора оптимального подхода к ре-
шению ОЗК стоит особенно остро в тех случаях, 
когда робот-манипулятор функционирует в ди-
намичной среде, поскольку в этом случае неде-
терминированность рабочей области может по-
требовать от системы управления проводить не-
прерывные вычислительные операции в режиме 
реального времени для нахождения актуального 
в текущий момент решения ОЗК [11]. В качестве 
целевого примера предлагается рассмотреть се-
миосевой МИСП «KUKAiiwa 14 R820», асси-
стирующий человеку при выполнении сбороч-
но-монтажных операций (рис. 4) [12]. 

Как следует из рис. 4, в рабочей области 
МИСП присутствует ряд динамичных объек-
тов, что требует при поиске оптимальной кон-
фигурации манипулятора учесть еще один кри-
терий – отсутствие коллизий, где под колли-
зиями понимается столкновение с объектами 
окружающего пространства. Геометрия данных 
объектов выступает дополнительным факто-
ром, формирующим пространство поиска воз-
можных решений ОЗК. 
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Рис. 4. Совместное выполнение сборочно-монтажных 
операций с помощью МИСП 

 
Таким образом, приведенные особенности 

обусловливают необходимость поиска альтерна-
тивных подходов, которые способны эффектив-
но справляться с многокритериальными оптими-
зационными задачами в рамках управления 
МИСП. Данная проблема была исследована  
в ряде работ, где авторы предложили использо-
вать нейросетевые и эвристические методы оп-
тимизации для повышения эффективности ре-
шения ОЗК [13–15]. Однако и в этих публикаци-
ях не учитывалась возможность возникновения 
коллизий при движении манипулятора; кроме 
того, для самих методов характерно существен-
ное снижение вычислительной эффективности 
при увеличении размерности пространства по-
иска, а также невозможность достижения гло-
бального оптимума для ряда случаев [16; 17]. 

В данной работе в качестве альтернативного 
подхода предлагается использовать метод роя 
частиц (Particle Swarm Optimization – PSO), осно-

ванный на применении роевого интеллекта и ими-
тирующий поведение природных популяций, ко-
торый демонстрирует высокую эффективность 
при решении оптимизационных задач в высоко-
размерных пространствах поиска [18]. Благодаря 
этому алгоритм метода роя частиц уже получил 
применение в различных прикладных научных 
областях, включая робототехнику [19]. 

 

Применение метода роя частиц  
для решения ОЗК МИСП 

 

Следует подробнее рассмотреть метод роя 
частиц. В основе этого метода, предложенного 
Р. Эберхартом и Дж. Кеннеди в 1995 г., лежит 
процесс, схожий с поведением птиц в стае  
и рыб в косяке: группа частиц (аналогично стае 
птиц) совершает поиск оптимального состоя-
ния в пространстве решений. Каждая частица 
делится своей текущей лучшей позицией с од-
ной или несколькими другими частицами в рое 
после смещения в пространстве решений. В ре-
зультате каждая частица определяет свой сле-
дующий шаг в пространстве решений на основе 
траектории каждой другой частицы (социаль-
ный компонент) и инерциальной составляющей 
(инерциальный компонент), зависящей от сво-
его состояния на предыдущем шаге (когнитив-
ный компонент). После того как все частицы 
обновляют свои позиции в текущей итерации, 
начинается следующая итерация процесса по-
иска, исследующая области, близкие к оптиму-
му. Результатом всего процесса является нахо-
ждение глобального оптимума целевой функ-
ции, куда сходится весь рой. Блок-схема алго-
ритма с пояснениями представлена на рис. 5. 

 

 
 

Рис. 5. Блок-схема алгоритма PSO 
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Применим этот метод при постановке опти-
мизационной задачи в рамках решения ОЗК ма-
нипулятора. Для наглядности представления 
рассмотрим плоский двухзвенный манипулятор, 

схват которого необходимо переместить в целе-
вую точку (рис. 6). Помимо манипулятора в ра-
бочей области также присутствует препятствие, 
столкновение с которым нужно избежать. 

 
Рабочая среда манипулятора Математическое пространство поиска 

 

 
 

Рис. 6. Иллюстрация постановки оптимизационной задачи в рамках решения ОЗК 
 
В методе роя частиц положение  каж-

дой частицы на текущем шаге обновляется со-
гласно выражению , по-
ложение частицы на предыдущем шаге,  – 
вектор перемещения частицы [20]. В рамках 
решения ОЗК манипулятора с двумя степенями 
подвижности каждая частица  – 
это вектор из двух элементов, соответствую-

щих значениям обобщенных координат сочле-
нений манипулятора. 

Далее необходимо определить целевую 
функцию . Как правило, для этой цели ис-
пользуются уравнения ошибки по положению 

 и ориентации  схвата [21]. 
Уравнение ошибки по положению  

выглядит следующим образом: 

 

              (1) 

где  – желаемое положение схвата манипулятора. 
Уравнение ошибки по ориентации  можно записать аналогично: 

               (2) 

 
где  – желаемая ориентация 
схвата манипулятора. 

Кроме того, поскольку требуется не учиты-
вать те конфигурации манипулятора, при кото-
рых он может пересечь препятствие, к общей 
величине ошибки необходимо добавить соот-

ветствующий множитель , который будет 

принимать значения 0 и 1 при наличии и отсут-
ствии коллизий соответственно. 

Таким образом, итоговое выражение для це-
левой функции  примет следую-
щий вид: 

ξ

α β ,    (3) 

где α β – весовые коэффициенты, учитываю-
щие влияние ошибки по положению и по ори-
ентации схвата соответственно. 

В рассматриваемом случае пространство 
поиска возможных решений ОЗК будет двух-
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мерным, где каждому вектору  со-
ответствует некоторое значение целевой функ-
ции . 

Очевидно, в случае МИСП, имеющего семь 
степеней подвижности, пространство поиска 
будет являться семимерным пространством,  

а искомый вектор – вектором , содер-

жащим семь значений обобщенных координат.  
В остальном применение метода роя час-

тиц для ОЗК МИСП не отличается от ранее 
рассмотренного случая двухзвенного мани-
пулятора. 

Как следует из (1)–(3), целевая функция 

требует нахождения положения схвата манипу-
лятора, соответствующего текущей конфигура-
ции  его сочленений, то есть решения прямой 
задачи кинематики (ПЗК). 

Формула ПЗК имеет следующий вид [22]: 

 

где  – векторы началь-
ной и конечной систем координат соответст-
венно;  – матрица однородных преобразова-
ний для n-й системы координат относительно 
нулевой системы координат, которая может 
быть вычислена по следующей формуле [22]: 

 

здесь векторы 
 определяют направления осей 

 относительно нулевой системы коорди-
нат;  – матрица вращения n-й системы коорди-
нат;  – вектор линейного смещения начала ко-
ординат -й системы относительно нулевой сис-
темы координат;  – матрица однородных 
преобразований для -й системы координат отно-
сительно -й системы координат. 

Таким образом, оптимизационный алгоритм 
метода роя частиц применительно к решению 
ОЗК МИСП примет вид (рис. 7). 

Полученный алгоритм был реализован в ви-
де программного кода, где в ходе эмпирическо-
го анализа была выбрана численность роя, рав-
ная 500, а также коэффициенты α и β целевой 
функции, равные 1. 

 
 

 
 

Рис. 7. Применение алгоритма метода роя частиц для решения ОЗК МИСП 
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Моделирование решения ОЗК  
для тестовых примеров 

 

Как было упомянуто ранее, разработка оп-
тимального алгоритмического решения ОЗК 
особенно актуальна для тех задач, которые ро-
бот-манипулятор выполняет в режиме реально-
го времени. В связи с этим критически важным 
критерием оценки эффективности алгоритма 
является время решения им ОЗК. В данном 
случае решение ОЗК является итерационным 
процессом, поэтому это время соответствует 
длительности цикла сходимости целевой функ-
ции (3). 

Длительность цикла сходимости целевой 

функции изначально представляет собой коли-
чество итераций, которое должен выполнить 
алгоритм для того, чтобы найти значение аргу-
мента, соответствующего оптимальному значе-
нию целевой функции. В рамках практического 
применения значение имеет временная оценка 
длительности. Соответствие числа итераций  
и времени выполнения всего расчета определя-
ется аппаратным обеспечением, в частности, 
процессором, выполняющим вычисления.  
В табл. 1 представлен период выполнения од-
ной итерации для целевого процессора блока 
управления МИСП и высокопроизводительного 
тестового процессора. 

 
    Таблица 1 

Длительность итерационного цикла ОЗК 
 

Процессор Intel Pentium G850 (блок 
управления KRC2) [23] 

Intel Xeon E3-1275 v5  
(тестовый) 

Продолжительность 2,6 мс [25] 1,5 мс [24] 
 
В задачах реального времени цикл решения 

ОЗК манипулятора не должен превышать 100 мс 
[26]. Следовательно, за это время вычислитель-
ная мощность процессора блока управления 
МИСП позволит выполнить  итераций.  

Это значение было использовано для по-
следующей оценки результатов моделирова-
ния для двух тестовых примеров с различ- 
ными конфигурациями МИСП и целевых точек 
(рис. 8, а, в). 

 

              
 

               
 

Рис. 8. Результаты моделирования алгоритма: 
а, в – рабочие области манипулятора, б, г – графики сходимости целевой функции 

а 

в 

б 

г 
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Для каждого из примеров в ходе моделиро-
вания было проведено пять экспериментов.  
В табл. 2 представлены значения целевой 
функции по истечении 38 итераций для каждо-
го из модельных экспериментов в обоих при-
мерах. Поскольку метод роя частиц является 

стохастическим методом, на основе результа-
тов моделирования можно определить матема-
тическое ожидание 

  и  дисперсию  
 

 
Таблица 2 

Результаты экспериментов 
 

№ 
Значение целевой функции  

  
1 2 3 4 5 

1 0,99800 0,99915 0,99994 0,99976 0,99880 0,99913  

2 0,99760 0,99976 0,99947 0,99989 0,99998 0,99934  
 
Отсюда среднее значение математического 

ожидания и дисперсии составляет
 и  соответствен-

но. Из формулы (3) можно вывести, что данное 
среднее значение математического ожидания 
соответствует ошибке положения схвата, рав-
ной м мм, а также 

ошибке ориентации схвата, равной 
рад °. 

Таким образом, полученные результаты 
подтверждают эффективность предложенного 
подхода для решения ОЗК МИСП. 

 

Заключение 
 

В данной статье оптимизационный метод 
роя частиц был применен для решения ОЗК 
МИСП, функционирующего в реальном времени 
в условиях недетерминированной рабочей сре-
ды, что позволило получить эффективное алго-
ритмическое решение, применимое для управ-
ления реальным МИСП. По результатам моде-
лирования полученного решения было выявле-
но, что в условиях реального времени данный 
алгоритм позволяет решать ОЗК МИСП с точно-
стью, соответствующей величине ошибки 0,7 мм 
по положению и 0,044° по ориентации схвата. 
Предложенный алгоритм отвечает критерию от-
сутствия коллизий, под которыми понимается 
возможность столкновения с объектами окру-
жающего пространства, обеспечивая при этом 
глобальную сходимость за меньшее время. 
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В данной работе решение прямой и обратной задач кинематики для шестизвенного манипулятора RUKA 
будет произведено с использованием теории бикватернионов. Это обусловлено требованием к высокому бы-
стродействию алгоритмов, использующих решение задач кинематики для движения схвата манипулятора по 
программной траектории. Переход от пространства Эйлеровых углов (для ориентации) и декартовых коор-
динат (для позиции схвата манипулятора) в универсальное пространство бикватернионов Клиффорда позво-
ляет повысить точность и скорость расчетов при меньшей вычислительной сложности. 
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In this work the solution to the forward and inverse kinematics problems for 6DOF manipulator RUKA solved 
by using the theory of biquaternions. This approach is motivated by the requirement for high-speed algorithms that 
use the solution of kinematics problems to move the manipulator grip along a planned trajectory. The transition from 
the space of Eulerian angles for orientation and Cartesian coordinates for the position of the manipulator grip to the 
universal space of Clifford’s biquaternions allows increasing accuracy and speed of calculations due to lower com-
putational complexity. 
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Введение 
 

Управление промышленными манипулято-
рами требует решения большого количества за-
дач: построение траектории перемещения схва-
та, построение обратной связи, построение уп-
равления приводами с учетом ограничения 

столкновений, пределов рабочей зоны и элек-
тромеханических параметров и др. [1]. В этом 
списке задачи кинематики (прямая и обратная) 
одни из ключевых для построения управления 
манипуляторами в рамках классической теории 
управления.  Прямая задача  кинематики  (ПЗК) 
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