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В работе решена задача управления ходьбой модели шагающего аппарата на примере перевернутого ма-
тематического маятника переменной длины. Подтверждена правильность использования динамической мо-
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За более чем столетнюю историю исследо-

ваний динамики и управления ходьбой шагаю-
щих механизмов сложились современные ма-
тематические модели процесса ходьбы и под-
ходы к решению задачи стабилизации ходьбы. 
Сложность управления шагающим аппаратом 
состоит в том, что конструкция такого аппарата 
предполагает наличие большого количества 
степеней свободы для обеспечения требуемых 
кинематических и динамических параметров 
шагающих устройств. Также трудно обеспечить 
высокую маневренность таких машин. Система 
управления аппаратом должна обеспечивать 
устойчивость ходьбы в целом, ее эффектив-
ность и возможность отслеживать требуемое 
перемещение. 

Критический анализ выполненных исследо-
ваний в области управления ходьбой двуногих 
шагающих аппаратов показывает, что исследо-
вания эти проводятся не только специалистами 

в области робототехники [1; 2], механики, ав-
томатики, но и в институтах ортопедии и про-
тезирования. Как правило, сначала решается 
задача возможности управления ходьбой про-
стой модели шагающего аппарата, затем сни-
маются заданные ограничения, выполняется 
анализ ходьбы на модели, учитывающей ее 
инерционные свойства и изменения длины но-
ги. Затем полученные результаты подтвержда-
ются различными экспериментальными иссле-
дованиями, в том числе биомеханическими ис-
следованиями на основе высокоскоростной 
съемки движений человека. 

 

Точечная модель  
шагающего аппарата 

 

Рассматривается простейшая модель двуно-
гого шагающего аппарата с точечной массой, 
невесомыми ногами и нулевыми размерами 
стоп,  изменяемая  длина  ноги обеспечивает го- 

_________________________ 
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ризонтальное перемещение [3]. В предположе-
нии медленности изменения длины ноги и ма-
лости ширины шага можно линеаризовать 
уравнения такого движения. В этой постановке 
задачи аппарат на каждом шаге представляет 

собой перевернутый математический маятник 
переменной длины, план положений которого 
схематично представлен на рис. 1. Индексы «s» 
(start) и «f» (finish) обозначают начало и конец 
шага, «i» соответствует номеру шага. 

 

 
 

Рис. 1. План положений идеального механизма шагающего аппарата 

 
Приближенный закон движения центра 

масс с учетом начальных условий вдоль гори-
зонтальной оси будет иметь вид: 

1 1 ,
2 2

kt kts s
s s

z z
z z e z e

k k
kte1s kt 1 z111 ss kts kte zs kts kt      (1) 

где sz  и szsz  – координата и скорость в начале 
шага, /k g L  – частота свободных колеба-
ний математического маятника, L – высота цен-
тра тяжести, t – произвольный момент времени, 
g – ускорение свободного падения. Для синтеза 
закона управления удобно воспользоваться фа-
зовым портретом, на котором движение пере-
вернутого маятника в окрестности положения 
неустойчивого равновесия отображается се-
мействами гипербол, разделенными линейными 
сепаратрисами. На основе измерения ошибки 

i  как разности между координатой точки при 
вертикальном положении ноги и ее программ-
ным значением в этот же момент времени оп-
ределяется координата в конце шага 

max ( )1
2 2

i p i di
f

arctg k kz
z

))i di d )
 и место по-

становки ноги в начале следующего шага 

1 ( )1
2

i
f i p i di

s
z arctg k k

z
k

))i di d )i
fzi
f ar11f 11 , где kp  

и kd – коэффициенты обратных связей по ошиб-
ке и ее скорости, zmax – конструктивно допус-
тимая ширина шага. Подбирая коэффициенты 
обратных связей, можно найти устойчивые ре-
жимы движения, не заканчивающиеся падени-
ем машины, что показано на рис. 2.  

 

 
 

Рис. 2. Фазовый портрет ускоренной ходьбы 
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Продифференцировав (1) по времени и со-
поставляя с (1), получаем для произвольного 
шага зависимость  

2 2 2 2 2 2
s sz k z z k z2 2 2 2 2 2
s sz k z z k z2 2 2 2 2
s sk z zk z z .                (2) 

При движении вперед и при малых значе-
ниях sz  и sz  уравнение (2) имеет фазовые тра-
ектории в виде гипербол 

2 2 2 2 2
s sz z k z k z2 2 2
s sz k zz z2 2 2
s sz k zk z2 2 2
s s .                (3) 

 

Описание эксперимента 
 

Для подтверждения теоретических резуль-
татов были проведены экспериментальные ис-

следования совместно с Российским НИИ 
травматологии и ортопедии имени Р. Р. Вреде-
на Росмедтехнологий. Испытания выполнялись 
на движущейся беговой дорожке и регистриро-
вались с помощью высокоскоростной видеока-
меры фирмы Fastec HaSpec с частотой 100 кад-
ров в секунду. Объектом испытаний был здоро-
вый человек.  

Исследовались режимы ходьбы с различной 
скоростью и шириной шага, торможение и при-
седание. В результате была получена раскад-
ровка движений человека, представленная  
на рис. 3.  

 

 
 

Рис. 3. Кинограмма шага с тактом 0,1 с 
 
Каждое изображение переводилось в Auto-

CAD и масштабировалось. По координатам на-
клеенных на человека марок определялось по-
ложение центров тазобедренного «В» и опорно-
го голеностопного «F» суставов. Полученных 
данных оказалось достаточно для определения 
закона движения туловища человека и построе-
ния фазовой траектории горизонтального пере-

мещения на правой ноге, представленной на 
рис. 4 сплошной линией. На рисунке кроме экспе-
риментальной представлена пунктирной линией 
теоретическая фазовая траектория с параметра-
ми, определенными из эксперимента L = 0,875 м, 

0,134s Bsz z  м и 0,5s Bsz z 0,5s Bsz zs BBzB  м/с, вели-
чина параметра L определена как среднее зна-
чение yB (рис. 3).  

 

 
 

Рис. 4. Фазовые траектории пяти шагов: 
––––   экспериментальная кривая; – – –  теоретическая кривая 
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Математическая модель динамики  
шагающего аппарата 

 

После определения области устойчивости  
в пространстве коэффициентов обратных свя-
зей и оценки качества отработки различных 

режимов и ситуаций при ходьбе выполнен ана-
лиз движения аппарата на модели, учитываю-
щей его инерционные свойства и управление 
длиной ноги [4], кинематическая схема которо-
го представлена на рис. 5. 

 
 

 
 

Рис. 5. Кинематическая схема двуногого шагающего аппарата 
 
 
Для составления уравнения движения дву-

ногого шагающего аппарата использовано об-
щее уравнение динамики, для описания инер-
ционных свойств аппарата учтена масса и мат-
рица инерции корпуса как абсолютно твердого 

тела. Взаимодействие стопы с опорой описано 
только вектором силы. Рассмотрена фаза дви-
жения, во время которой аппарат опирается на 
левую ногу. Движение на правой ноге описыва-
ется аналогичными уравнениями. 

 

1 2 3x y z zK zK zKx mg y z M M M  

0,L L L L L L xL L yL L zL LM M R k F x F y F z                             (4) 
 

где , , , , ,x y z  – углы конечных поворотов 
и координаты центра тяжести корпуса, 

, ,L L Lx y z  – координаты точки постановки ле-
вой стопы в глобальной системе, , ,L L Lk  – 
углы поворота левого тазобедренного шарнира 
и длина левой ноги, x , y , z  и xLF , yLF , 

zLF  – проекции главного вектора сил инерции 
и вектора силы, действующего на стопу со сто-
роны опоры, на оси неподвижной системы ко-
ординат; 1

Ф
zКM , 2

Ф
zКM , 3

Ф
zКM  – проекции век-

тора главного момента сил инерции на оси 
промежуточных систем координат; LR  и LM , 

LM  – движущая сила, действующая вдоль но-
ги, и движущие моменты в приводах.  

Уравнения движения (4), дополненные на-
чальными условиями и координатами места по-
становки ноги, определяемыми из любых двух 
приведенных ниже уравнений движения пере-
вернутого маятника (5) позволяют исследовать 
изменения обобщенных координат корпуса, уг-
лов поворота и тазобедренных шарниров, длин 
ног, движущих моментов, сил и мгновенных 
мощностей в приводах при ходьбе и динамиче-
ском стоянии. 
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2tf 2
kxtf xssss

szs ktf kz ktfs ktf
Lz zs ktfs ktfs ktfee fs ktffs ktf

2tf 2
kztf szsss
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                             (5) 

 
Временные зависимости и фазовые портре-

ты движения в режиме прямолинейной равно-
мерной ходьбы [5] представлены на рис. 6 и 7, 
на которых сплошные линии соответствуют 
движению шагающего аппарата, а пунктирные – 
его идеальному механизму. Крестиками отме-
чено начало каждого шага. Траектория идеаль-

ного механизма получена из первых двух урав-
нений перевернутого математического маятни-
ка системы (5) при тех же начальных условиях, 
что и для модели реального объекта. Числен-
ные исследования подтвердили малость откло-
нений фактического движения аппарата от же-
лаемого. 

 

 
 

Рис. 6. Зависимости координат центра тяжести аппарата и его идеальной модели  
от времени при прямолинейной ходьбе с постоянной скоростью 

 

 
 

Рис. 7. Фазовые портреты движения аппарата и его идеальной модели  
при прямолинейной ходьбе с постоянной скоростью 

 
Фазовые портреты вдоль оси z на рис. 7 схожи с графиками на рис. 2 и 4.  
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Выводы 
 

В работе рассмотрена плоская задача о дви-
жении статически неустойчивого двуногого 
шагающего аппарата по горизонтальной пря-
мой. В качестве модели выбрана материальная 
точка с невесомыми ногами.  

Полученные в ходе эксперимента результа-
ты позволили решить задачу идентификации 
системы управления ходьбой и показали доста-
точную адекватность разработанной математи-
ческой модели шагающего аппарата движению 
реального объекта. 
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В статье предлагается способ обхода мобильным роботом одного статичного препятствия, когда геомет-
рический центр препятствия располагается в непосредственной близости к прямой линии, проходящей через 
точки стартовой и финальной позиций робота. Для обхода препятствия используется отклоняющая сила, 
перпендикулярная вектору скорости центра масс робота вблизи препятствия.  

Ключевые слова: мобильный робот, планирование движения, обход препятствий, метод потенциальных 
полей, компьютерное моделирование.  
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The article proposes a method for a mobile robot to bypass a single static obstacle, when the obstacle's center is lo-
cated in close proximity to a straight line passing through the robot's starting and final positions. To bypass the obsta-
cle, a deflective force is used that is perpendicular to the velocity vector of the robot's center of mass near the obstacle. 

Keywords: mobile robot, motion planning, obstacle avoidance, potential field method, computer modeling. 
 

Введение 
 

Разработка алгоритмов автоматической на-
вигации мобильных роботов в условиях нали-
чия препятствий представляет собой актуаль-
ную задачу робототехники. Существует боль-
шое количество различных подходов к реше-
нию задачи автоматической навигации [1–3]. 
Одним из направлений решения данной задачи 
является использование методов, основанных 

на применении виртуальных (искусственных) 
силовых полей, которые позволяют эффективно 
планировать движение робота [2]. К группе 
данных методов можно отнести метод, описан-
ный в статьях [4; 5]. При исследовании указан-
ного метода была выявлена проблема зацик-
ленного движения робота вблизи препятствия, 
схожая проблеме локальных минимумов клас-
сических методов искусственных полей [6].  
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