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Заключение 
 

Используя методы вариационного исчисле-
ния, составлена система дифференциальных 
уравнений для нахождения зависимости поло-
жения каждой из подвижных опор многосекци-
онной дождевальной машины кругового дей-
ствия от текущего положения периферийной 
подвижной опоры на кромке поля. 
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Задача инкрементальной формовки рассматривается как задача создания в материале заготовки локаль-
ных напряжений, соответствующих пределу текучести для этого материала, и последующему перемещению 
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The problem of incremental forming is considered as a problem of creating local stresses in the workpiece mate-
rial corresponding to the yield strength for this material and the subsequent movement of the tool that provides de-
formation of the material in the required direction. The paper describes the modeling of the stresses arising from 
single-sided and double-sided incremental forming. The computer model includes a workpiece and one or two rods. 
The rods move along their axes during the modeling process, creating pressure on the workpiece material, as well as 
along a trajectory that ensures that the workpiece is given the desired shape. Stresses and deformations were calcu-
lated using the finite element method. It is shown that the required tool displacement is reduced and the plastic de-
formation zone is smaller than in the case of one-sided molding. Both of these factors contribute to improving the 
accuracy of the formed part.  
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Введение 
 

Традиционными способами изготовления 
сложных форм из листового металла являются 
холодная штамповка и гибка. Преимущества 
данных способов заключаются в небольших за-
тратах времени для производства отдельных де-
талей и высокой точности их изготовления. Ос-
новные недостатки – это значительные ограни-
чения на геометрию изготавливаемых форм, 
особенно для гибочного производства, а также 
высокая стоимость и сложность подготовитель-
ных работ, чаще всего для штамповки, требую-
щей изготовления соответствующих штампов. 

В последние годы активно развивается тех-
нология инкрементальной формовки листового 
металла [1, 2] (рис. 1). Инкрементальная фор-
мовка (в англоязычной литературе – incremental 

sheet forming, ISF) – это технологический про-
цесс изготовления сложных трехмерных форм 
из листового металла путем постепенной де-
формации материала в серии относительно не-
больших движений универсального инструмен-
та, в качестве которого как правило использу-
ется стержень с концом сферической формы  
с высокими значениями жесткости и износо-
стойкости. Для реализации этого технологиче-
ского процесса изготавливаются специализиро-
ванные станки, обеспечивающие перемещение 
инструмента по трем координатам, а также при 
необходимости – синхронное перемещение за-
жимов таким образом, чтобы нижняя обраба-
тываемая часть заготовки лежала на подложке 
из упругого материала, обеспечивающего про-
тиводействие усилию со стороны инструмента.  

 

 
 

Рис. 1. Процесс инкрементальной формовки 
 
В то же время в связи с повсеместной робо-

тизацией промышленного производства, до-
ступностью все более мощных промышленных 
роботов и запросом на кастомизацию произво-

димой продукции развивается технология ро-
ботизированной инкрементальной формовки,  
в которой в качестве оборудования использует-
ся универсальный промышленный робот-мани-
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пулятор. По сравнению со специализирован-
ным станком робот-манипулятор обладает су-
щественно меньшей жесткостью, что требуется 
учитывать и компенсировать при планировании 
движения робота для реализации необходимой 
формы изготавливаемой детали [3, 4]. Как пра-
вило, в этом случае заготовка жестко закрепля-
ется по краям, но упругие деформации в цен-
тральной части листа остаются значительными 
и, в свою очередь, требуют учета при планиро-
вании пути робота. Достоинствами применения 
промышленных роботов-манипуляторов явля-
ются меньшая стоимость по сравнению со 
станком и их большая универсальность. В 
частности, шестистепенной манипулятор по-
тенциально позволяет деформировать поверх-

ность листа под углами, превышающими 90 
градусов к его первоначальной плоскости. 

 

Моделирование процесса  
инкрементальной формовки 

 

Задача инкрементальной формовки сводит-
ся к созданию в материале заготовки локаль-
ных напряжений, соответствующих пределу те-
кучести для этого материала, и последующему 
перемещению инструмента, обеспечивающему 
деформацию материала в требуемом направле-
нии. Компьютерная модель включает в себя за-
готовку и один или два стержня (рис. 2). В ка-
честве материала заготовки выбран алюминий 
6061-T6, материал стержней – сталь 45. Разме-
ры заготовки – 500х500х2 мм; заготовка жестко 

 

 
 

 
 

Рис. 2. Компьютерная модель: 
а – вид в аксонометрической проекции; б – вид сбоку; 1 – деформирующий стержень;  

2 – поддерживающий стержень; 3 – заготовка; 4 – условное обозначение защемления заготовки 

а 

б 



ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 
49 

 

защемлена по периметру. Рабочая поверхность 
стержня – полусфера радиусом 5 мм. Стержни 
в процессе моделирования перемещаются вдоль 
своих осей, создавая давление на материал за-
готовки, а также по траектории, которая обес-
печивает придание заготовке нужной формы. 
Расчет напряжений и деформаций выполняется 
на основе метода конечных элементов. 

В качестве критерия наступления пластиче-
ской деформации используется напряжение по 
Мизесу. Поскольку материал заготовки – алю-
миний – относится к металлам, в диаграмме 
напряжений и деформаций которых нет явно 
выраженной площадки текучести, значение 
напряжения по Мизесу сравнивается с услов-
ным пределом текучести ε0,2. Согласно спра-
вочным данным условный предел текучести 
алюминия может принимать значения в широ-
ком диапазоне в зависимости от механического 
состояния материала – наличия и величины 
предварительной деформации. Этот фактор 
должен приниматься во внимание при формо-
вании поверхностей сложной формы, требую-
щих деформации ранее уже деформированного 
слоя материала, но для текущего моделирова-
ния считается, что деформации подвергается 
каждый раз новый участок поверхности, ранее 
не деформированный, и принимается мини-
мальное значение условного предела текучести, 
равное 50 МПа. 

На рис. 3, а показан пример моделирования: 
напряжения по Мизесу при воздействии на за-

готовку одним стержнем. Перемещение стерж-
ня составляет 1 мм и подобрано таким образом, 
чтобы обеспечить напряжения в заготовке ниже 
условного предела текучести; исходя из этого, 
остаточная деформация остается близкой к ну-
лю. В этом и последующих рисунках не следу-
ет обращать внимание на напряжения, возни-
кающие в стрежне. Стержень выполнен из ста-
ли и способен выдерживать достаточно боль-
шие нагрузки. 

Для сравнения на рис. 3, б представлен 
пример моделирования при пластических де-
формациях заготовки. В этом случае осевое пе-
ремещение стержня составляет 2 мм, а прочие 
параметры системы оставлены без изменений. 
Хорошо видно, что напряжения превышают 
условный предел текучести по всей толщине 
материала, что означает пластическую дефор-
мацию заготовки. 

Напряжение, возникающее в материале за-
готовки, зависит не только от перемещения 
стержня в осевом направлении, но и от поло-
жения стержня относительно защемленных 
концов заготовки. В зависимости от положения 
стержня, а также размеров заготовки, пластиче-
ские деформации реализуются при различных 
перемещениях стержня. Поэтому планирование 
движения робота должно основываться на ре-
зультатах моделирования и учитывать поправ-
ки на осевое перемещение инструмента, ко-
торые обеспечат пластическую деформацию  
в каждом конкретном случае. 

 

 
 

 
 

Рис. 3. Напряжения по Мизесу в зоне контакта при одноточечной формовке: 
а – в случае упругих деформаций; б – в случае пластических деформаций 

а 

б 
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Использование двух стержней, деформирую-
щего и поддерживающего, позволяет сделать 
процесс более управляемым за счет того, что  
в этом случае возникающие нагрузки в меньшей 
степени зависят от положения обрабатываемого 
участка относительно креплений заготовки,  
а в большей степени – от взаимного расположе-
ния стержней. На рис. 4 представлен пример мо-
делирования при использовании двух стержней. 
При этом правый (нижний) стержень является 
поддерживающим, то есть он не перемещается в 
осевом направлении. А левый (верхний) стер-
жень является деформирующим, то есть его осе-

вое перемещение формирует необходимую де-
формацию заготовки. На рисунке хорошо видно 
возникновение двух зон пластической деформа-
ции в окрестностях точек контакта стержней с за-
готовкой. Перемещение деформирующего стер-
жня в представленном примере равно 0,7 мм.  
Таким образом, удается значительно уменьшить 
перемещение инструмента: в приведенных при-
мерах перемещение стержня, обеспечивающее 
пластическую деформацию заготовки, уменьши-
лось примерно в три раза. Также уменьшается 
зона высоких напряжений, позволяя более точно 
локализовать деформации. 

 

 
 

Рис. 4. Напряжения по Мизесу в зоне контакта при двухсторонней формовке 

 
Выводы 

 

Двухсторонняя роботизированная формовка 
с использованием двух однотипных инструмен-
тов представляется более целесообразной по 
сравнению с альтернативным способом созда-
ния противодействия инструменту с примене-
нием соответствующих приспособлений, в ка-
честве которых можно использовать упоры со-
ответствующей формы, накладные пластины 
или зажимы с губками соответствующего про-
филя. Использование приспособлений лишает 
метод роботизированной инкрементальной 
формовки его основного преимущества – воз-
можности изготавливать произвольные формы 
без необходимости изготовления формовочных 
инструментов для каждого отдельного вида  
деталей. Поэтому более эффективным пред-
ставляется использование роботизированного 
комплекса, состоящего из двух промышленных 
роботов, реализующих двухстороннюю фор-
мовку. В этом случае один из роботов обеспе-

чивает формование материала, а второй реали-
зует поддержку соответствующего участка ма-
териала. Одним из преимуществ такого подхо-
да является более точная локализация зоны 
пластической деформации материала, а следо-
вательно – меньшие радиусы закругления при 
переходе с одной поверхности на другую. 

Еще одним преимуществом двухсторонней 
роботизированной формовки является возмож-
ность изготавливать выпуклые формы с разно-
направленной относительно листа металла кри-
визной. 

В настоящем исследовании произведено 
моделирование напряжений, возникающих при 
односторонней и двухсторонней инкременталь-
ной формовке. Показано уменьшение необхо-
димого перемещения инструмента и уменьше-
ние зоны пластической деформации по сравне-
нию с односторонней формовкой. Оба этих 
фактора способствуют улучшению точности 
формируемой детали.  
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В статье представлена математическая модель динамики движений манипулятора параллельно-
последовательной структуры с дополнительной пассивной связью, сформированная с помощью уравнений 
Лагранжа 2-го рода. Расчетная схема манипулятора представляет электромеханическую систему с четырьмя 
степенями свободы и состоит из четырех твердых тел, совершающих вращательные движения вокруг непо-
движной оси, плоскопараллельное и пространственное движения. Приводятся результаты решения первой 
задачи динамики: определяются управляющие силы, необходимые для выполнения программных переме-
щений звеньев манипулятора. 

Ключевые слова: манипулятор параллельно-последовательной структуры, кинетическая энергия, про-
граммные перемещения, первая задача динамики, управляющие силы. 
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The article presents a mathematical model of the dynamics of movements of a manipulator of a parallel-
sequential structure with additional passive coupling, formed using Lagrange equations of the 2nd kind. The design 
scheme of the manipulator is an electromechanical system with four degrees of freedom and consists of four solids 
performing rotational movements around a fixed axis, plane-parallel and spatial movements. The results of solving 
the first dynamics problem are presented: the control forces necessary to perform program movements of the manip-
ulator links are determined. 
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Введение 

 

Для применения методов аналитического 
анализа и синтеза управляющих сигналов при-
водных двигателей необходимо разработать ди-
намическую модель манипулятора. Методы ана-
литического синтеза предъявляют повышенные 
требования как к адекватности динамической 

модели, так и к точности определения ее мас-
сово-геометрических параметров. Целью дина-
мического анализа является определение движу-
щих сил и моментов, обеспечивающих выпол-
нение программных движений звеньев манипу-
лятора, а также динамических нагрузок в ки-
нематических парах. 

_________________________ 

© Нелюбова А. В., Жога В. В., Вершинина И. П., 2024. 
*  Исследование выполнено за счет средств программы развития ВолгГТУ «Приоритет 2030», в рамках научного 

проекта № 25/639-24. 


