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Представлена концепция автоматического управления роботизированной системой колесных тел по 
прямолинейной траектории с упругим элементом. Рассмотрены три стратегии управления: эталонная, кор-
ректирующая и комбинированная. Продемонстрирована их эффективность через математическое моделиро-
вание и оценку результатов. 
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The concept of automatic control of a robotic system of wheeled bodies along a straight trajectory with an elas-
tic element is presented. Three control strategies have been considered: reference, corrective, and combined. Their 
effectiveness has been demonstrated through mathematical modeling and result evaluation. 
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1. Актуальность 

 

На сегодняшний день мобильные колесные 
роботы широко используются в логистике, раз-
влечениях, обслуживании, а также в беспилот-
ных такси и доставке [1, 2]. Они экономят фи-
нансы и время, автоматизируя рутинные опера-
ции, но требуют сложных управляющих зако-
нов и решений дифференциальных уравнений. 

Исследования описывают методы решения 
задач управления колесными системами. К при-
меру, вопросы управления колесными роботами 
рассматриваются в работах В. А. Бесекерского, 
А. А. Воронова, А. С. Гноенского, А. В. Нету-
шила, Е. П. Попова, В. В. Солодовникова,  
А. А. Фельдбаума, C. T. Chen, C. A. Desoer,  
H. Kwakernaak, R. Kalman, H. H. Rosenbrock  
и других. Особенности управляемости и наблю-
даемости мобильных колесных роботов раскры-

ваются в трудах Ю. Г. Мартыненко, Д. М. Гу-
сева, А. И. Кобрина, А. В. Ленского, И. В. Ор-
лова, включая вопросы движения по сигналам 
оптронной линейки, с учетом переходных про-
цессов в электроприводах и их влияния на ус-
тойчивость движения. 

Работы Е. А. Девянина и В. М. Буданова ана-
лизируют решения дифференциальных уравне-
ний управляемого движения робота с двумя ве-
дущими колесами, параметры для устойчиво-
сти такого движения и влияние конструктив-
ных «несимметрий» на фазовый портрет. Рабо-
ты В. Е. Павловского представляют движение 
цепочки твердых тел с понятием «робопоезд»,  
а способы управления мобильным роботом  
с дифференциальным приводом рассматрива-
ются научной школой-конференцией «Мобиль-
ные роботы и мехатронные системы». 

_________________________ 
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Большинство исследований рассматривают 
колесные тела как кинематически связанные, 
что часто приводит к динамическим разрывам, 
например, в угловых скоростях колес. Предла-
гаемый метод использует упругую силу для 
связи колесных тел. Подобный подход позволя-
ет осуществлять моделирование совместного 
движения колесных тел и может быть применен 
в системах буксировки. 

 

2. Математическая модель 
 

Роботизированная колесная система упруго 
связанная (РКСУС) [3, 4], на расчетной схеме 
(рис. 1) ведущая колесная платформа (ВКП), 
обозначенная границами – I1A1B1, связана упру-
гой силой со следующей колесной платформой 
(СКП) с границами – A2B2D2, совершают дви-
жение в горизонтальной плоскости по шерохо-
ватой поверхности. Новизной в предложенной 
системе является упругая сила, связывающая 

ВКП – колесного робота с дифференциальным 
приводом и СКП – трехколесную платформу 
без приводов. Точка D2 определяет место при-
ложения упругой силы к СКП, а D1 – к ВКП. 
Для описания положения объектов в простран-
стве определены три различные системы коор-
динат: глобальная X0OY0, в дальнейшем 

(0); от-
носительная, связанная с ВКП X1OY1 далее (1); 
относительная, связанная с СКП X2OY2 – обо-
значается как (2). Для перехода между система-
ми координат используются матрицы (1, 2): 

1 1
10

1 1

cos sin
sin cos

T ;           (1) 

 
2 2

20
2 2

cos sin
sin cos

T ,              (2) 

где 1 , 2  – углы поворота ВКП и СКП отно-
сительно оси OX0. 

 

 
 

Рис. 1. Схема совместного движения РКСУС 
 
В процессе движения на ВКП и СКП воздей-

ствуют: 11 12,  – управляющие крутящие мо-
менты  колес ВКП;  моменты торможения право- 

го и левого приводных колес ВКП – 11 12,b b   
и СКП – 21 22,b b ; 

1

(1) (1)
OF V , 

2

(2) (2)
OF V ; 1 11 , 

2 22 – силы и моменты  сопротивления дви- 
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жению РКСУС, где ,V  – коэффициенты 
вязкости сил сопротивления движению. 

Упругой связующей силой является 21\12P , 
модуль и направление которой зависят от вза-
имного удаления точек D1 и D2 друг от друга (3):  

21\12 12 12

0 0
0 0

X X

Y Y

C
P D D

C 12D1 ,        (3) 

где CX, CY – коэффициенты упругости; ,X Y  – 
коэффициенты вязкости; 12 1 2D D D . Пере-

ход силы 12\21P
 
из глобальной системы коорди-

нат в локальные системы платформ происходит 
с помощью уравнений (4, 5): 

(1) 1
21 10 21\12P T P ;                        (4) 
(2) 1

12 20 21\12P T P .                        (5) 

Действующие на РКСУС дестабилизирую-
щие воздействия W1, W2 описываются как им-
пульсное воздействие силы 

1WF , приложенной к 
центру масс тела C1 и действующей согласно 
условию (6): 

1

T(0)
1 2 1 cos sinWt t t W F ,     

 

(6) 

где t – текущее время; t1 и t2 – время начала  
и конца действия силы;  – угол приложения 
силы. Преобразование, описывающее дестаби-
лизирующее воздействие в системе координат 
ведущей платформы имеет вид (7):  

T(1) 1 (0)
1 1 1 10 1 .

X Y
W W W T W           (7) 

Основываясь на том, что уравнения связи 
предполагают отсутствие проскальзывания ко-
лес [5, 6] были составлены кинематические 
уравнения движения системы двух колесных 
платформ в матричной форме (8):  

1

1

1 1 1

1 1 1

4 110 1 2

2

2 2 2

2 2 2

cos 0 0 0
sin 0 0 0

0 1 0 0
1/ / 0 0
1/ / 0 0

q π ,
cos 0 0 0
sin 0 0 0

0 1 0 0
1/ / 0 0
1/ / 0 0

R L R
R L R

R L R
R L R

0 1
q

1 /1 /1 /
cos 4 1

π ,           (8) 

где в качестве компонентов вектора псевдоско-
ростей T

1 1 2 2V V1V1  удобно выбрать 
величины V1 и V2 скорости точек O1 и O2 соот-
ветственно, а также угловые скорости плат-
форм 1 11и 2 22 .  

Формирование системы дифференциальных 
уравнений движения РКСУС базируется на 
описанном в [7] динамическом подходе Ла-
гранжа для неголономных систем и тождеств.  
В том числе рассматривались уравнения Мад-
жи и работы, посвященные описанию движения  
цепочки твердых тел, связанных между собой 
[8–14]. В системах координат (1,2) уравнение 
движения РКСУС описывается в виде (9): 

 
1

1

2

2

1
21

0 0 03
11 12

011 1
21

2 2 21 4
11 12

226
12

525 5

26 12
77 7

10 0

0 0
2
1

0 0
0
0

0 0

X

Y

X

Y

V

V

a
Pa a aa

aVa d P
a a aa

X
aVa P

aa a
ha P
aa a

X 2a2222

11 12 1
0 0

1 1
11 12 1

2 2

221 22
55

22
221 22

77

1 1

11

X

X

b

y
b

b

y
b

b b W
R a a

L db b W
R a a

Wb b
aR a
dL Wb b

aR a

,     (9) 

где 
1

2
0 1 12 /wa m I R ; 

11 1 1Ca d m ; 
1

2 2
2 1 1 12 / wa I L R I ; 3 11/a R ; 4 1 1/a L R ; 

2

2
5 2 22 /wa m I R ; 

26 2 2Ca d m ; 
2

2 2
7 2 22 / wa I L R I . 

 
В векторно-матричной форме уравнение (9) 

имеет вид (10, 11): 

( )X A X BU W( )( )X A X( )A( ) , T
1 1 2 2( , , , ) .X V V

(10, 11) 

Система дифференциальных уравнений (10) 
позволяет изучать управляемое движение робо-
тизированной колесной системой по заданной 
траектории с учетом упругой связи между ВКП 
и СКП, а также внешних возмущений 1W  и 2W . 
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3. Структурная схема системы управления  
роботизированной колесной системой 

 

Блок планирования рассчитывает эталон-
ный закон движения, разработанный на базе 
метода планирования допустимых траекторий 
движения, основанный на заданной точности 
движения колесной системы [15, 16]. Зависи-
мости координаты (12), скорости (13) и ускоре-
ния (14) от времени представлены в виде:  

5
*

0
( ) ;i

M i
i

X t a t            (12) 

5
* 1

0
( ) ;i

M i
i

V t a it                     (13) 

5
* 2

0
( ) ( 1) .i

M i
i

V t a i i t
5

*
M ( )V * ( )M ( )                 (14) 

Исходя из задачи обеспечения автономного 
движения РКСУС по заданной траектории, бы-
ла разработана система управления, структур-
ная схема которой представлена на рис. 2. Ос-
новными элементами системы являются блок 
планирования (БП), эталонная модель (ЭМ), ре-
гулятор, объект управления (ОУ), оптронная 
матрица (ОМ) – набор упорядоченно располо-
женных оптронов для детектирования контра-
стной линии, обработчик сигналов оптронной 
матрицы (ОСОМ) [17–20]. 

 

 
 

Рис. 2. Структурная схема системы управления РКСУС 
 
Эталонная модель в составе системы управ-

ления используется для задания эталона желае-
мого поведения, выбранного оператором на  
основе априорной информации о выходных  
и входных воздействиях, и определяет эталон-
ные управляющие крутящие моменты ВКП. 

Архитектура системы управления движени-
ем РКСУС основывается на декомпозиции 
управляющих воздействий. Уравнения элек-
тропривода позволяют перейти от управляю-
щих крутящих моментов колес к управляющим 
напряжениям (15):  

0 eU U U ,                  (15) 

где 0 0U f  – управляющие напряжения, 
рассчитываемые из уравнений эталонной моде-

ли; eU f e  – корректирующие напряжения, 
вычисляемые по расхождению реальной и за-
данной траектории движения. На заданном ин-
тервале идентифицируемых параметров вычис-
ляются параметры регулятора в номинальном 
режиме.  

3.1. Расчет управляющих моментов  
с помощью эталонной модели 

Математическая эталонная модель РКСУС 
рассчитывается на основе дифференциальных 
уравнений динамики ВКП. Эта модель учиты-
вает заданные законы движения, силы и момен-
ты сопротивления, а также возмущающее воз-
действие 1W  с учетом запаздывания, и позволя-
ет определить эталонные управляющие воздей-
ствия (16, 17): 

 
1

1

* *2 * *
1 1 1 21 12

1

2
* * * * *1 1
1 1 1 21 1 1 1 12

1 1

2

2
2

S

S

W
S M C V M M

R L

R L W
S C M

I
R m V t d m t xP xW t t sign V t V t

R

I LR dJ t d m t V t yP yW t d t sign t t
L R

******V t d*
11V t d1M 11

**** t dt**
1 11 1t dt1 1

; (16) 

 

0

0

1
11

0
12

1 1
1 1

R L

R L

,         (17)
где 1 2 1t t t t  – активатор задер-
жки, моделирующий реакцию акселерометра; 
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 – время задержки; 1 2sm m m , 
1 2sC C Cm m m  – 

общие массы и суммарные массы ВКП и СКП.  
3.2. Управление по ошибке 

Управление движением РКСУС на осно- 
ве ошибки eU  [21–23] (рис. 3) происходит пу-
тем вычисления управляющих воздействий 
как функции разницы между координатами 

желаемой и текущей позиции (18): 
T * (0)

x ye e e M M ,               (18)
 где 

T* * ( ) 0MM X t  – желаемая и )0(M  – ре-
альная координаты точки М. Корректирующее 
управляющее воздействие efe  определя-
ется согласно уравнению (19): 

 

te
te

kk
kk

e
e

kk
kk

y

x

dd

dd

y

x

pp

pp
e

e

e

/
/

12

11
,                               (19) 

 
где kp и kd – коэффициенты регулятора; e  – кор-
ректирующее управляющие крутящие момен-
ты ВКП.  

Детектирование возникающей ошибки пе-

ремещения вдоль оси ОХ0 производится с по-
мощью одометров на колесах, а матрица оп-
тронных пар используется для нахождения 
ошибки перемещения вдоль оси ОY0. 

 

 
 

Рис. 3. Структурная схема РКСУС: 
1 – корпус ВКП; 2 – сцепное устройство; 3 – опора поворотного колеса СКП; 4 – поворотное колесо СКП;  

5, 6 – правое и левое ведущие колеса соответственно; 7, 8 – приводы правого и левого ведущих колес  
соответственно; 9 – аккумуляторная батарея; 10 – оптронная матрица; 11 – контрастная линия 

 
4. Определение положения ВКП  

относительно траектории движения 
 

Контроль положения РКСУС относительно 
контрастной линии (КЛ) осуществляется при 
помощи ОМ, как показано на рис. 4 [24, 25]. 
ОМ позволяет оценить отклонение реального 
положения ВКП от заданного, и точность этой 
оценки зависит от расстояния между оптрон-
ными парами в матрице. 

При позиционировании ОМ относительно 
КЛ в желаемом положении (рис. 4, а), выход-

ные сигналы датчиков имеют вид optMatOut= 
=(101;101;101), следовательно, аппарат движет-
ся вдоль линии. Если выходные сигналы датчи-
ков будут иметь вид (110;101;011) или 
(011;101;110) (рис. 4, б, в), то угол ориентации 
РМБ: 1 45  и 1 45 относительно КЛ. Сиг-
налы вида – (111;000;111) (рис. 4, г) оповещают 
об угле ориентации 1 90 . 

В случаях, представленных на рис. 4, д  
и 4, е, угол поворота относительно линии 
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1 90 180 , поскольку в этих состояниях 
выходные значения матриц одинаковы со слу-
чаями на рис. 4, в и 4, а, используется  програм- 

мный инструмент, интерпретирующий текущее 
состояние сигналов ОМ, с учетом сравнения 
значений датчиков на текущей и предыдущих 
итерациях.  

 

 
              а                          б                            в                                   г                                д                            е 
 

Рис. 4. Определение ориентации ВКП относительно КЛ с помощью ОМ 
 

Структура сигнала обратной связи оптронной матрицы 
Переход системы в режим корректировки движения происходит согласно срабатыванию усло-

вия (20): 
(101;101;101) , 0,0.1,...,10

,
0 0.5 2 , 1

R LR

L R L

G GG
G

G y G G

optMatOut C CC
c

C e d C C
                     (20) 

 
где CG – матрица, содержащая коэффициенты 
усиления корректирующего воздействия, уве-

личивающиеся по мере роста ошибки. С учетом 
(20) выражение (19) преобразуется к виду (21): 

 

11
G

12

/
/

e

e

p p x xd d
e

p p y yd d

k k e e tk k
С

k k e e tk k
.                               (21) 

 
Точность положения ОМ над КЛ определя-

ется параметром d. 
Оценка интервала ошибки по показаниям 

элементов ОМ согласно условиям (22): 
 

y 22

y 22 21 23

y 22 11 13 31 33

e 0 0.5 0

e 0 1.5 0 0 0

e 0.5 0.5 2 0 0 0 0 0

y

d С

e d C C C

d d C C C C C

,            (22) 

 
5. Тестирование системы  

в идеальных условиях, а также  
при наличии возмущающего воздействия 

 

Для проверки представленного алгоритма 
управления РКСУС было проведено численное 
математическое моделирование. Движение 
происходило из начальной точки в конечную 
по прямолинейному отрезку траектории за вре-
мя t [0 30] с. Во время движения на систему 
действовал прямоугольный возмущающий им-
пульс (рис. 5), описываемый в (6, 7), при усло-
виях: t1=14,5 c; t2=15 c; =0,5 c; 45 ;  

1
40 кНWF . 

Заданный закон и реальная траектория дви-
жения вдоль осей OX0 и OY0 показаны на рис. 6 
вместе с графиками изменения ошибок ex, ey. 
При сравнении максимальных значений ошибок 
ex, ey при различных стратегиях управления было 
установлено, что корректирующее управление 
обеспечивает максимальные отклонения вдоль 
осей OX0 и OY0 менее 1 м, а комбинированное 
уменьшает отклонения до значений менее 0,25 м, 
что значительно повысило точность движения 
РКСУС по заданной траектории. На рис. 7 пред-
ставлены графики изменения управляющих 
сил, полученных методом декомпозиции управ-
ляющих воздействий при комбинированном уп-
равлении. 
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Рис. 5. Результаты прохождения заданной траектории в зависимости от типа управления: 
а – эталонное, б – корректирующее, в – комбинированное 

 
 
 
 

 
 

Рис. 6. Графики изменения: желаемых и реальных законов движения вдоль осей OX0 и OY0;  
отклонение реальных координат от заданных ex, ey: при эталонном (пунктир);  
корректирующем (пунктир-точка) и комбинированном (сплошная) управлении 
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Рис. 7. Графики изменения управляющих крутящих моментов колес ВКП: 

эталонном (пунктир); корректирующем (пунктир-точка) и комбинированном (сплошная) управлении 

 
Результаты оценки эффективности, пред-

ставленные ниже в таблице, показывают, что 
комбинированная стратегия управления обес-

печивает лучшее качество движения, но при 
этом увеличивает энергозатраты. 

 
Сравнительная таблица стратегий управлений 

 

Тип управления 
Критерий 

Эталонная модель 
U=U0 

Корректирующее управление 
U=Ue 

Комбинированное управление 
U = U0+Ue 

Среднеквадратичная ошибка К1 4072 4.566 1.145 
Среднеквадратичные  
энергозатраты К2 1.665e+109 1.633e+109 1.742e+109 

 
Выводы 

 

Предложенный метод упругого взаимодей-
ствия колесных тел, основанный на упругой 
силе, позволил без динамических разрывов мо-
делировать их движение. 

Разработанный метод контроля перемеще-
ния РКСУС, основанный на логической обра-
ботке сигналов, поступающих от оптронной 
матрицы, продемонстрировал свою работоспо-
собность в ходе численного моделирования 
движения системы.  

Метод расчета управляющих моментов ба-

зировался на суммировании воздействий от 
эталонной модели и корректирующих сигналов 
от оптронной матрицы. Математическое моде-
лирование управляемого движения проведено 
для оценки качества управления, энергопотреб-
ления и анализа влияния крутящих моментов 
на динамику колесной системы под импульс-
ным воздействием. 

Представленный подход обеспечил хоро-
шие результаты буксировки и подтвердил эф-
фективность комбинированного управления, но 
с увеличением энергозатрат. 
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