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Введение 
 

Нахождение программных реакций в при-
водах роботов многоногих шагающих роботов, 
в частности, роботов-андроидов, является акту-

альной задачей, поскольку управление с учетом 
программных сил и моментов в приводах пред-
почтительней, чем управление по отклонению. 
В  существующих  работах [1]  для  нахождения 

_________________________ 
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программных реакций используется дополни-
тельная математическая модель, наряду с моде-
лью для определения кинематических парамет-
ров движения. Применение двух моделей нель-
зя признать эффективным, поскольку получае-
мые от таких моделей результаты не полностью 
согласованы. В настоящей работе для нахожде-
ния кинематических и силовых параметров 
программного движения используется метод 
обобщенной задачи динамического уравнове-
шивания [2, 3], дающий теоретически точное 
значение всех параметров управления для за-
данного закона реакций в опорах робота. 

 

Математическая модель робота-андроида 
 

Обобщенная задача динамического уравно-
вешивания [2, 3] служит для нахождения про-
граммных значений кинематических и динами-
ческих параметров движения механической 
системы одновременно с численным интегри-
рованием уравнений математической модели 
системы. При численном интегрировании урав-
нений динамики на каждом шаге интегрирова-
ния решается система линейных алгебраиче-
ских уравнений 

t
t

T x f x,x,M D
p h(x,x, )D 0

tt
tt

,             (1) 

где x  – вектор координат всей системы раз-
мерностью n; M  – матрица инерции; ,tf x,x,tx  – 
вектор позиционных, диссипативных и внеш-
них сил; D  – матрица коэффициентов уравне-
ний связей размерностью k n ( k n ); p  – 
вектор множителей Лагранжа размерностью k; 

th(x,x, )x, )t  – вектор правых частей второй произ-
водной уравнений связей.  

Решение системы линейных алгебраических 
уравнений (1), при соответствующих обозначе-
ниях, записывается в форме 

1x
A b

p
1A 1 .                       (2) 

Обобщенная задача динамического уравнове-
шивания заключается в следующем. Пусть  
в векторе реакций связей p  имеется подмноже-
ство реакций 1p  с номерами из множества 1K , 
количеством 1k , значения которых должны при-
нимать заданные величины, описываемые неко-
торыми функциями 1( ), 1,2,...,i t i k . Предпо-
ложим также, что в векторе реакций связей p  
имеется подмножество реакций 2p  с номерами 
из множества 2K , количеством 2k , которые мо-
гут варьироваться за счет изменения значений 

функций управления 2 2( ), 1,2,...,jh t j k . В [2, 3] 
показывается, что при численном интегрирова-
нии (1) на каждом шаге интегрирования функ-
ции управления находятся из системы линейных 
алгебраических уравнений 

1
1 2 10( ) ( )t tA h φ p ,              (3) 

где 1
1A  – соответствующая множеству 1K  под-

матрица 1A  – состоит из строк 1A , номера ко-
торых принадлежат 1K ; 1

10 1 .p A b  
Решение (1) с учетом (3) дает одновременно 

кинематические параметры программного дви-
жения и управляющие реакции в приводах. Ука-
занное решение можно считать решением пря-
мой задачи – моделированием управляемого 
движения, поскольку оно не является решением 
обратной задачи, а программное движение зада-
ется не кинематическими параметрами, а реак-
циями в опорах. Основная трудность в исполь-
зовании (1)–(3), как и во всех других методах 
нахождения программного движения роботов 
[4] – вырожденность матрицы А в общем случае. 
В настоящей работе рассматривается задача 
равновесия робота-андроида в положении стоя-
ния на одной ноге, что соответствует невырож-
денному случаю матрицы А и позволяет непо-
средственно использовать уравнения (1)–(3) без 
дополнения методами регуляризации. Расчетная 
схема и начальное положение робота показаны 
на рис. 1, на котором маркерами пружин отме-
чены приводы системы управления. 

 

 
Рис. 1. Расчетная схема и начальное положение  

робота-андроида 
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Равновесие робота-андроида  
при изменении реакций в опоре 

 

Исследовалось пространственное движение 
робота-андроида в положении стояния на одной 
ноге, при изменении компонент реакций связей 
в опорной ноге робота. Реакции в опоре содер-
жали шесть компонент – три силы и три момен-
та. Уравнения (1)–(3) реализованы в системе  
моделирования ФРУНД [5]. Простейший слу-

чай управления – изменение момента реакции  
в опоре относительно оси x – продольной оси ро-
бота и реализация такого изменения за счет по-
ворота правой ноги в относительно продольной 
оси бедренного сустава. В этом случае k1=k2=1. 
Программный момент реакции изменялся сим-
метрично на величину отклонения 10 Н*м от 
статического значения за 9 с (рис. 2). Кинограм-
ма движения робота показана на рис. 3. 

 
 

 
Рис. 2. Программный момент реакции в опоре  

относительно продольной оси робота 
 
 

 
 

Рис. 3. Кинограмма управляемого движения робота  
при изменении момента в реакции по заданному закону 

Расчеты показали, что движение ноги для 
отработки заданного программного момента 
содержит периодическую составляющую, ко-
торая определяется инерционным моментом 
движения ноги. При уменьшении периода про-
граммного момента с 9 до 4 с периодическая 
составляющая резко возрастает, поскольку уве-
личивается соответствующий инерционный 
момент (рис. 4).  

После возвращения момента реакции к на-
чальному значению колебательное движение 
ноги робота продолжается (рис. 4). При умень-
шении периода изменения программного мо-
мента до 4 с амплитуда периодической состав-
ляющей резко возрастает (рис. 4). Такая перио-
дическая составляющая может гаситься внеш-
ним демпфированием или корректировкой 
закона управления моментом реакции с учетом 
сил демпфирования. 
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Рис. 4. Вертикальное перемещение правой стопы при различных законах  
изменения программного момента относительно оси x 

 
Как уже отмечалось, рассматриваемый ме-

тод позволяет находить управляющие моменты 
в произвольном количестве приводов. Напри-
мер, если в рассмотрение ввести еще и приводы 
рук относительно оси y, то движение робота 
будет иметь вид, показанный на рис. 5. В этом 
случае k1=3; k2=1; матрица A1 будет прямо-
угольной, и для получения однозначного реше-
ния можно ввести дополнительные уравнения  
с произвольными коэффициентами. Представ-

ленные на рис. 5 результаты получены для до-
полнительных уравнений вида h21=h22 и h21=h23. 
Варьированием коэффициентов дополнитель-
ных уравнений можно изменять параметры по-
лучаемого движения робота. Такой вариацион-
ный подход в настоящее время принято назы-
вать машинным обучением. Таким образом, 
синтез управления с использованием (1)–(3) 
сводится к задаче машинного обучения при 
k1>k2.  

 

 
 

Рис. 5. Кинограмма управляемого движения робота при изменении момента реакции Mx  
по заданному закону с дополнительным управлением приводов рук 
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Управление движением робота заданием 
только одной компоненты вектора реакций свя-
зей выражается в достаточно простом движении 
всего робота. Можно усложнить программное 
движение робота, задав, например, силе реакции 
в опорной ноге в поперечном направлении по-
стоянное значение. В этом случае, при рассмот-
ренном законе реакции Mx (рис. 2), робот дол-

жен выполнить угловой поворот на некоторый 
угол относительно продольной оси и остано-
виться, поскольку суммарный внешний момент, 
действующий на робот, не изменился. На рис. 6 
показана кинограмма такого движения, полу-
ченная для управления приводами левой стопы 
и бедра относительно продольной оси k1=k2=2. 
Амплитуда момента 5,5 Н*м, период 3 с. 

 

 
 

Рис. 6. Кинограмма управляемого движения робота  
для двух программных реакций в опоре Mx, Ry  
и управлении двумя приводами левой ноги 

 
Такое вращательное движение робота мож-

но получить и при управлении несколькими 
приводами, т. е. при k1>k2. В расчетном иссле-
довании получен поворот робота при k1=5. 
Движение с управлением по силам, как извест-
но из теории автоматического управления, не-
устойчиво, что проявляется на математической 
модели – модель не достигает состояния покоя 
в конечный момент времени, и в дальнейшем 
скорость только нарастает. Исследование ус-
тойчивости управления в рассматриваемом 
подходе в данной работе не рассматривается. 

 

Заключение 
 

Применение метода обобщенной задачи ди-
намического уравновешивания позволяет полу-
чать программные величины управляющих сил 
и моментов в приводах для заданных законов 
изменения внешних сил, действующих на про-
странственную механическую систему (в част-
ности, робот-андроид). Это дает возможность 

планирования кинематических параметров 
движения робота по кинематическим парамет-
рам движения его центра масс, на которые ока-
зывают влияние только внешние силы. Метод 
не требует в явном виде задания движения тел 
робота и применим для произвольного количе-
ства задающих реакций и приводов, при усло-
вии невырожденности матрицы математиче-
ской модели. Метод обладает значительным 
потенциалом для получения оптимальных ре-
шений в случае избыточных приводов. 
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arbitrary number of legs. The inverse and direct problem is solved. The stability of the controlled movement of the 
robot is analyzed. 
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Введение 
 

Четырехногие шагающие роботы – роботы-
собаки – активно совершенствуются в настоя-
щее время, поскольку устойчивость движения 
для таких роботов обеспечивается значительно 
проще, чем, например, устойчивость двуногих 
роботов-андроидов. Популярным методом син-
теза управления данными роботами является так 
называемое обучение с подкреплением [1–2],  
в котором управляющие силы (моменты) в при-
водах интерполируются реккурентной нейрон-
ной сетью, параметры которой определяются в 
процессе обучения. Для обучения, как правило, 
используется модель динамики движения робота 
как системы твердых тел. Решается прямая зада-
ча динамики. В работах [2–3] обучение с под-
креплением выполнялось при коэффициенте 
дисконта 0,9 и было получено управление для 

некоторых режимов движения по ровной и не-
ровной поверхности. Тем не менее в сущест-
вующих работах нет анализа робастности полу-
ченных алгоритмов управления. Кроме этого, 
обучение с подкреплением для задач оптималь-
ного управления многомерными системами тре-
бует значительных вычислительных затрат – ис-
пользуются мощные вычислительные кластеры. 
Все это делает актуальным разработку альтерна-
тивных методов управления. В настоящей рабо-
те рассматривается метод управления движени-
ем робота собаки на основе универсального ге-
нератора походок. При таком подходе может 
быть повышена вычислительная эффективность 
метода синтеза управления, за счет значительно-
го сокращения размерности пространства пара-
метров интерполяционной модели, в методах 
машинного обучения. 
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