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Рассматривается задача кинематики движения по плоскости последовательно связанных роботов. Связи 
между роботами моделируются стержнями с переменной управляемой длиной и ориентацией относительно 
корпуса. Сформулированы условия следования последовательно связанных роботов по одной и той же тра-
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Введение 
 

Под кинематически последовательно свя-
занными роботами понимается такая робототех-
ническая система, в которой каждый робот свя-
зан с предшествующим и последующим робота-
ми системой стержней с переменной управляе-
мой длиной и ориентацией относительно 
корпуса. Исключением являются первый (веду-
щий) и последний (замыкающий) роботы, у ко-
торых такая связь имеется только с последую-
щим и предыдущим роботами соответственно. 

Простейшими примерами данных систем 

являются сочлененные автопоезда, многосек-
ционный электротранспорт и др. [1, 2]. 

Обобщенный фрагмент подобных сочлене-
ний представлен на рис. 1. 

Рассматриваемая на рис. 1 кинематическая 
схема, в общем случае, предполагает функцио-
нирование четырех управляемых приводов.  
Но таких приводов может быть и меньше. Так, 
например, при фиксированных 1 const;l  

2 constl  и 2ε 0  (что равносильно отсутст-
вию соответствующих приводов), расчетная 
схема изменится (рис. 2). 

_________________________ 

© Безусов С. О., 2024. 
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Рис. 1. Схема сочлененных роботов: 
1 – привод изменения длины 1l  тяговых рычагов 1AC ; 2 – привод изменения длины 2l  тяговых 

рычагов 2AC ; 3 – привод изменения угла 1ε ; 4 – привод изменения угла 2ε ; 5, 6 – роботы; 

A – шарнир,  соединяющий рычаги приводов 1 и 2; 1 2,   AC AC – тяговые рычаги, обеспечивающие 
связь между роботами 5 и 6 

 

 
 

Рис. 2. Схема движения двух роботов: 
1 – привод изменения угла 1ε ; 2 – ведомый робот; 3 – ведущий 

робот; A – шарнир, соединяющий рычаги роботов 2 и 3; 1,AC  

2AC – тяговые рычаги длины 1 2,  l l , обеспечивающие связь между 
роботами 2 и 3 

 
Шарнир А может быть как с управляемым 

приводом ориентации (управление углом 2ε ), 
так и без него (свободное, неуправляемое со-
членение). 

При отсутствии управления ориентацией 
рычагов 1AC  и 2AC  схема сочленения прини-
мает вид, характерный для известных схем 
прицепов транспортных средств [3, 4]. 

Ниже в таблице условно представлены не-
которые возможные варианты управления при-
водами двух последовательно связанных робо-
тов. Первой строчке соответствует обобщенная 
схема, представленная на рис. 1; вторая строчка 
характеризует кинематическую схему, пред-
ставленную на рис. 2. 

Некоторые из вариантов систем  
управления приводами 

 

Номер  
варианта 

Управляемые геометрические параметры 

1l  2l  1ε  2ε  

1 + + + + 
2 ● ● ● ○ 
3 ● ● + + 

 
«+» – управляемый привод; «●» – положение привода за-

фиксировано; «○» – привод отсутствует (свободное сочленение) 
 
Так как каждый из четырех приводов может 

находиться в двух рабочих состояниях (управ-
ляемом и фиксированном) и в состоянии пол-
ного отсутствия управления, то количество 
различных комбинаций S сочленений пары ро-
ботов равно 34 = 81. 

В общем случае каждый из роботов может 
иметь движители, приводимые в движение об-
щим или независимыми двигателями. Какие-то 
роботы могут и не иметь движителей, обеспе-
чивающих тяговые усилия, а вместо них иметь 
пассивные опорные элементы, взаимодейст-
вующие с поверхностью (например, свободно 
вращающиеся колеса). Перемещение подобных 
роботов обеспечивается связями с последую-
щим или предыдущим роботами. 

Изучается такое движение группы роботов, 
при котором каждый последующий робот по-
вторяет движение предыдущего через проме-
жуток времени  [5]. 

Тогда законы движения двух роботов при-
мут следующий вид: 

1

1

1

( ) ( τ),
( ) ( τ),

φ ( ) φ ( τ).

j j

j j

j j

x t x t
y t y t

t t
                   (1) 
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Такой режим движения характерен для 
кильватерного строя кораблей, близок к движе-
нию составных поездов по рельсам и др. Реали-
зация подобного режима движения особенно 
актуальна для обеспечения движения автопоез-
дов, где без дополнительного управления свя-
зями невозможно обеспечить требуемые пара-
метры движения на криволинейных участках 
дорожного полотна. 

Выбор варианта управления может зависеть 
от требований по габаритам, усилиям, сложно-
сти конструкции и так далее, поэтому следует 
рассматривать и сравнивать между собой раз-

личные схемы. Также необходимо рассмотреть 
несколько наиболее типичных схем управления. 

 

Постановка задачи 
 

В качестве подвижных робототехнических 
средств выбраны два робота типа «Ортоног», 
имеющие близкую к идеальной маневренность 
[6, 7]. Это позволяет не накладывать ограниче-
ния на любое возможное плоское движение ка-
ждого из роботов. 

Движение роботов описывается движением 
центров их масс и углом поворота строитель-
ных осей относительно оси ОХ (рис. 3). 

 

 
 

 

Рис. 3. Схема движения двух роботов: 
A – шарнир, соединяющий тяговые рычаги; 1 2,C C – центры масс роботов 1 и 2; 

1AC  2AC – тяговые рычаги, обеспечивающие связь между роботами 1 и 2; 

1 2,  l l – длины тяговых рычагов; 1 1 2 2,  M N M N – строительные оси роботов 1  

и 2; 1 2,  x x – координаты центров масс роботов 1 и 2 по оси OX ; 1 2,  y y  – ко-

ординаты центров масс робота 1 и 2 по оси OY ; 1 2φ ,  φ  – углы поворота 

строительных осей роботов 1 и 2 относительно оси OX ; 1 2ε ,  ε – углы поворота 
тяговых рычагов относительно строительных осей роботов 1 и 2 

 
За систему уравнений, описывающих плос-

кое движение роботов, принимается система 
уравнений (1). 

Метод решения 
 

Разложив правые части системы уравнений 
(1) в ряд по степеням , получим: 

 

2 3
1 1 1 1 1 1

2 3
1 1 1 1 1 1

2 3
1 1 1 1 1 1

1 1( τ) ( ) ( )τ ( )τ ( )τ ( ) ( ;τ),
2! 3!
1 1( τ) ( ) ( )τ ( )τ ( )τ ( ) ( ;τ),
2! 3!
1 1φ ( τ) φ ( ) φ ( )τ φ ( )τ φ ( )τ φ ( ) ( ;τ),
2! 3!

x t x t x t x t x t x t B t

y t y t y t y t y t y t C t

t t t t t t A t

1 11 1 112! 3!111
31 12( ) ( ) ( ) 31 2

1 1 111 1( ) ( ) ( )) ( 2 31 2( )τ ( )τ ( )τ( )τ ( )τ (( )τ ( )2 3
1 1 111 1 1 1( )1( )( )1( )( )(( )1

3
1 1 1

1 12 3( ) 1 2

2! 3!11 11( ) ( ) ( )) ( 2 3
1 1 11 11 1 1

1 2
1111( )τ ( )τ ( )τ( )τ ( )τ (( )τ ( )τ2 3

1 1 11 11 1 11 1 1( )1( )1( )(( )1

3
1 1

1 12( ) ( ) ( ) 3
1 1 11 1 1

1 2

2! 3!1111( ) ( ) ( )) ( 2 3
1 1 11 1 11 1

1 2φ ( )τ φ ( )τ φ ( )τ)τ φ ( )τ φ (φ ( )τ φ ( )τ2 3
1 1 11 1 11 11 1 1φ ( )1φ ( )1φ ( )1
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где  
2 3

1 1 1

2 3
1 1 1

2 3
1 1 1

1 1( ;τ) φ ( )τ φ ( )τ φ ( )τ ,
2! 3!
1 1( ;τ) ( )τ ( )τ ( )τ ,
2! 3!
1 1( ;τ) ( )τ ( )τ ( )τ .
2! 3!

A t t t t

B t x t x t x t

C t y t y t y t

3
1 1 1

1 12φ ( )τ φ ( )τ φ ( )τ3
1 1 11

1 2

2! 3!11111φ ( )τ φ ( )τ φ (1 1 111( ) ( )) ( 21 2 )τ3φ ( )τ φ ( )τ φ ()τ φ ( )τ φ (φ ( )τ2
1 1 111 ,

3
1 1 1

1 12 ( )τ3
1 1 11( ) 1 2

2! 3!1111( )τ ( )τ (( )τ ( )τ (2
1 1 111

1 2 )τ3( )τ ( )τ (( )τ ( )τ (( )τ2
1 1 111 ,

3
1 1 1

1 12 )τ3( ) 1 2

2! 3!11 1y1( )τ ( )τ (( )τ ( )τ (2
1 1 111

1 2
1111 )τ3( )τ ( )τ (( )τ ( )τ (( )τ2

1 1 111 .

 

Исходя из постоянной длины тяговых рыча-
гов 1 2,  l l , положение шарнира А определяется 
из системы уравнений: 

2 2
1 1 1

2 2
2 2 2

( ( )) ( ( )) ,

( ( )) ( ( )) .
A A

A A

x x t y y t l

x x t y y t l
 

С учетом системы уравнений (1) получаем: 
2 2

1 1 1
2 2

1 1 2

( ( )) ( ( )) ,

( ( τ)) ( ( τ)) .
A A

A A

x x t y y t l

x x t y y t l
       (2) 

Найденные координаты положения шарни-
ра A (2) позволяют определить углы поворота 
тяговых рычагов: 

1
1

1

2
2

2

( )ε arccos( ),

( ,τ)ε arccos( ).

A

A

x x t
l

x x t
l

                 (3) 

 

Имитационное моделирование 
 

При имитационном моделировании рас-
сматриваются два варианта возможного движе-
ния роботов, комбинация управляемых и не-
управляемых приводов которых соответствует 
третьей строке приведенной выше таблицы.  

Для первого варианта заданы следующие 
условия: 

1 1 1

1 2 1 2

π( ) , ( ) sin( ),φ ( ) 0,τ 1,
5

0.8 , 1.2 ,φ (0) φ (0) 0.

tx t t y t t

l м l м
 

 
 
Для второго варианта: 

1 1 1

1 2 1 2

π( ) cos(φ( )), ( ) sin(φ( )),φ ( ) ,τ 1,
14

1.5 , 1 ,φ (0) φ (0) 0.

tx t t t y t t t t

l м l м
 

 
Результаты решения уравнений (2) и (3) для двух рассматриваемых вариантов движения пред-

ставлены на графиках (рис. 4–7). 
 
 

 
 

 
 

Рис. 4. Положение двух роботов, связанных тяговыми рычагами: 
1, 2,,  t tC C – центры масс роботов 1 и 2 в момент времени t ; 1, 2,ε ,  εt t – углы поворота рычагов в различные моменты времени t  
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Рис. 5. Зависимость углов 1 2ε ,  ε  от времени t: 

1 2ε ,  ε – углы поворота тяговых рычагов относительно строительных осей роботов 1 и 2 

 

 
 

Рис. 6. Положение двух роботов, связанных тяговыми рычагами: 
1, 2,,  t tC C – центры масс роботов 1 и 2 в момент времени t ; 1, 2,ε ,  εt t – углы поворота рычагов  

в различные моменты времени t ; 1, 2,φ ,  φt t – углы поворота строительных осей роботов 

относительно оси ОХ в различные моменты времени t  
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Рис. 7. Зависимость углов 1 2ε , ε  и 1 2φ , φ от времени t: 

1 2φ ,  φ – углы поворота строительных осей роботов 1 и 2 относительно оси ОХ;  

1 2ε ,  ε – углы поворота тяговых рычагов относительно строительных осей роботов 1 и 2 

 
 

Заключение 
 

Применен метод управления системами 
подвижных тел с помощью уравнений с откло-
няющимся аргументом. Рассмотрено движении 
группы кинематически последовательно свя-
занных роботов на примере задачи об управ-
лении углами поворота тяговых рычагов, свя-
зывающих двух роботов при движении по 
плоскости.  

Решение подобной задачи может быть при-
менено в системах управления группой робо-
тов, следующих по одинаковой траектории. 
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