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Приведено доказательство единственности решения задачи о двумерном многослойном метании 
пластин, базирующаяся на выражении, связывающем величины предельного и текущего углов по-
ворота. Предложен несколько улучшенный способ расчета. Показано, что при определенных усло-
виях наблюдается значительный рост скорости метания после соударения пластин, которая пре-
вышает совместную скорость полета тех же пластин, но изначально расположенных без зазора.  
 
Ключевые слова: угол, давление, импульс, разгон, ударник, пакет, мишень, метаемый слой,  
остаточные продукты взрыва  
 

Yu. P. Besshaposhnikov, V. V. Pai* 

UNIQUENESS OF THE MULTILAYER PLATE CASTING PROBLEM SOLUTION  
BY A SLIDING DETONATION 

Protol Ltd, Yekaterinburg, bm@protol.ru  
*Lavrentyev Institute of hydrodynamics, SB RAS, Novosibirsk, pai@hydro.nsc.ru 

A proof of the uniqueness of two-dimensional multilayer plate casting problem solution is given, based on 
an expression connecting the values of the limiting and current bending angles. A slightly improved meth-
od of calculation is proposed. It is shown that under certain conditions there is a significant increase in the 
flying velocity after the collision of the plates and it exceeds a combined speed of the same plates, but ini-
tially located without a gap.  
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В [1] найдено аналитическое решение за-

дачи о многослойном метании пластин 

скользящей детонационной волной на осно-

ве выражения, связывающего величины 

предельного и текущего углов поворота. В 

[2, 3] это решение было проверено экспери-

ментально. В настоящей работе, в рамках 

той же модели, приводится теоретическое 

доказательство единственности полученно-

го решения. На примере двухслойного мета-

ния пластин зарядом повышенной массы 

показано, что при определенных условиях 

пластины после соударения могут разго-

няться до скоростей, превышающих скоро-

сти тех же пластин, но изначально располо-

женных без зазора, благодаря аномально-

высокому приросту импульса в начальной 

фазе разгона – фактора, на важность учета 

которого при разработке технологий полу-

чения биметаллических и многослойных 

композиционных материалов, указывалось 

еще в работе [2]. 

Расчетная схема 

На рис. 1 представлена схема многослой-

ного метания. Здесь H – толщина слоя 

взрывчатого вещества (ВВ); (x, y) – базовая 

система отсчета, то есть система декартовых 

координат, связанная с фронтом детонации; 

(xc, yc) – текущая система отсчета, то есть си-

стема декартовых координат, связанная с 

началом движения последней пластины 

(мишень); y0 – расстояние от ударника (пла-

стина, на которой расположен слой ВВ) до 

мишени; D – скорость детонации заряда ВВ; 

0 – начальный угол метания пакета (компо-

зиция из соударившихся частей пластин), 

который образуется в момент столкновения 

с мишенью набора предыдущих пластин по-

сле их последовательного косого соударения 

друг с другом (метаемый слой);  – текущий 

угол поворота метаемого пакета, т.е. угол 
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между осью xc и касательной в заданной 

точке кривой разгона (траектория движе-

ния отдельного элемента пакета); ПД – про-

дукты детонации; max – угол разлета ПД в 

окружающую среду; p0 – пиковое давление 

остаточных ПД (часть ПД, которая продол-

жает действовать на пакет с момента соуда-

рения метаемого слоя с мишенью). 

Процесс метания рассматривается на до-

статочно большом удалении от краёв мета-

емых пластин, что исключает их влияние на 

кривую разгона. При этом пластины и пакет 

в целом состоят из набора абсолютно жест-

ких не связанных между собой элементов 

нулевой толщины. Единичная масса (масса 

на единицу площади поверхности) элемента 

пластины равна единичной массе исходной 

пластины, а единичная масса элемента па-

кета – сумме единичных масс пластин в па-

кете. 

В расчетах все величины берутся в без-

размерном виде. Для линейных величин за 

единицу измерения принимается H: X = x/H, 

Y = y/H, Xc = xc /H, Yc = yc /H. За единицу массы 

– масса ВВ: r -1, где r – отношение масс ВВ и 

пакета (коэффициент нагрузки). За единицу 

скорости – D. За единицу энергии – произве-

дение массы ВВ на D2. Единицами остальных 

физических величин – их значения на дето-

национной волне.  

Переход между системами отсчета осу-

ществляется по формулам: 

𝑋 − 𝑋0 = 𝑋𝑐 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛽0 − 𝑌𝑐 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝛽0,      

𝑌 − 𝑌0 = 𝑋𝑐 ⋅ sin𝛽0 + 𝑌𝑐 ⋅ cos𝛽0,                                   (1) 

где X0 = x0/H, Y0 = y0/H – координаты начала 

движения отдельного элемента пакета в ба-

зовой системе отсчета.  

Считаем, что детонация соответствует 

условию Чепмена-Жуге [4], а ПД являются 

политропным газом с постоянным показа-

телем k.  

Теоретическая часть 

Из [1] выпишем уравнения движения в 

общем виде: 

tg 𝛽 = 𝐹(𝛼)tg 𝛽∗,                                                                                      (2) 

𝑃(𝛼) =
𝑑𝐹

𝑑𝛼
𝑐𝑜𝑠3𝛽,                                                                                      (3) 

𝑌𝑐(𝛼) =
𝑘+1

𝑟
𝑡𝑔2𝛽∗ ∫ 𝐹(𝛼)𝑑𝛼

𝛼

0
,                                         (4) 

где β* – предельный угол поворота пакета в 

текущей системе отсчета, F(α) – функция, 

Рис. 1. Схема соударения пластин при их многослойном метании скользящей  
детонационной волной: 

1 – ударник; 2 – метаемый слой; 3 – мишень; 4 – пакет 
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связывающая углы β и β*, α – параметр, 

определяемый по формуле: 

𝛼 =
𝑟

(𝑘+1)tg𝛽∗
𝑋𝑐                                                                                             (5) 

Здесь α в предельных случаях соответ-

ствует следующим значениям β и F: 

𝛼 → ∞(𝑋𝑐 → ∞): 𝛽 → 𝛽∗, 𝐹 → 1; 

𝛼 → 0(𝑋𝑐 → 0): 𝛽 → 0, 𝐹 → 0; 

𝛼 → ∞(𝑟 → ∞): 𝛽 → 𝛽𝑚𝑎𝑥 , 𝐹 → 1; 

𝛼 → 𝛼0(𝑟 → 0): 𝛽 → 0, 𝐹 → 𝐸 

где E – доля от полного импульса остаточ-

ных ПД, приобретенная ими при их отраже-

нии от жесткой стенки за время (𝑥 − 𝑥0) 𝐷⁄ . 

Функция F(α) ищется в виде: 

𝐹(𝛼) =
𝛼

𝛼+µ
                                                                                                           (6) 

Здесь µ некоторый параметр, который 

удовлетворяет следующим условиям: 

I. r  0 

𝛼 → ∞ (𝑋𝑐 → ∞): 
𝑑𝜇

𝑑𝛼
→ 0,    𝜇 → 0; 

𝛼 → 0  (𝑋𝑐 → 0): 
𝑑𝜇

𝑑𝛼
→ −

1

2𝑃0
2

𝑑𝑃

𝑑𝛼
− 1 , 𝜇 → 1

𝑃0
⁄ . 

II. 𝑋𝑐   0 

𝛼 → ∞ (𝑟 → ∞):
𝑑𝜇

𝑑𝛼
→ 0, 𝜇 → 0; 

α→ 𝛼0 (r→0):
𝑑𝜇

𝑑𝛼
→

𝐸−𝛼0⋅𝑃

𝐸2 − 1, 𝜇 →
𝛼0

𝐸
− 𝛼0 ≥ 0, 

где 𝛼0 =
𝑋−𝑋0

(𝑘+1)𝐼0
, 𝐼0 = lim

𝑟→0

sin 𝛽∗

𝑟
=

1

𝑘+1
∫ 𝑃𝑑𝑋𝑐 =

∞

0

1

𝑘+1
∫ 𝑃𝑑𝑋

∞

𝑋0
 – полный импульс 

остаточных ПД, отраженных от жёсткой 

стенки. 

При этом µ(α) ищется в виде: 

µ(𝛼) =
1 𝑃0⁄

1+𝛼 𝑚⁄
,                                                                                                            

где m ≠ 0 и 
𝛼

𝑚
→ ∞ при α→∞. 

Из I следует, что при α → 0:  
𝑑𝑃

𝑑𝛼
> −2𝑃0

2, если 
𝑑𝜇

𝑑𝛼
< 0; 

𝑑𝑃

𝑑𝛼
< −2𝑃0

2, если  
𝑑𝜇

𝑑𝛼
> 0. 

Но тогда µ изначально может либо моно-

тонно уменьшаться, либо монотонно увели-

чиваться. В первом случае условно считаем, 

что имеет место «слабый» (m> 0), а во вто-

ром – «сильный» (m <0) спады давления в 

ПД. При этом «сильный» спад давления воз-

можен только, если α <|𝑚|, в противном слу-

чае (α>|𝑚|), предполагается переход на ре-

жим «слабого» спада давления. 

В [1] принято m = const, что является не-

корректным утверждением и потребовало 

дополнительного исследования. В [3] на ос-

нове анализа экспериментальных данных 

выдвинуто предположение, что m не зави-

сит от α. Ниже приводится доказательство 

этой гипотезы. 

Пусть m – функция от α. 

Приведем выражение для  к виду: 

𝑚 = −
µ𝑃0𝛼

µ𝑃0−1
,                                                                                                            

Продифференцировав его по α и сделав 

преобразования, получим: 

𝑚′ = (

µ𝑃0𝛼

µ𝑃0−1

µ𝑃0−1
−

(µ𝑃0𝛼)′

(µ𝑃0−1)′

µ𝑃0−1
) (µ𝑃0 − 1)′                                                                                                            

Если α→ 0, то →1/P0 (см. условие I). 

Следовательно: 
µ𝑃0𝛼

µ𝑃0−1
→

0

0
                                                                                                            

Тогда: 

µ𝑃0𝛼

µ𝑃0−1
→

(µ𝑃0𝛼)′

(µ𝑃0−1)′                                                                                                            

Окончательно: 

𝑚′ → (

(µ𝑃0𝛼)′

(µ𝑃0−1)′

µ𝑃0−1
−

(µ𝑃0𝛼)′

(µ𝑃0−1)′

µ𝑃0−1
) (µ𝑃0 − 1)′ → 0                                                                                                            

Приведем (6), после подстановки в него 

выражения для µ, к виду: 

𝐹(𝛼) =
𝛼2+𝑚𝛼

𝛼2+𝑚𝛼+𝑚 𝑃0⁄
                                                                              (7) 

Выразим это равенство через m: 

𝑚 =
𝛼2(1−𝐹)

(
𝐹

𝑃0
−𝛼(1−𝐹))

                                                                                                            

Продифференцировав данное уравнение 

по α, получим: 

𝑚′ =
𝛼(𝐴𝛼2+𝐵𝛼+𝐶)

(
𝐹

𝑃0
−𝛼(1−𝐹))

2                                                                                                             

где: 

𝐴 = −𝐹𝐹′ ≤ 0; 

𝐵 = −2(1 − 𝐹)2 − (1 − 𝐹) (
𝐹′

𝑃0
+ 1) + 𝐹′ 𝐹

𝑃0
; 

𝐶 = 2(1 − 𝐹)
𝐹

𝑃0
≥ 0 

Если α→0, то: 
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𝛼(𝐴𝛼2+𝐵𝛼+𝐶)

(
𝐹

𝑃0
−𝛼(1−𝐹))

2 →
0

0
                                                                                                            

Дважды применив к этому соотношению 

правило Лопиталя-Бернули, окончательно 

имеем: 

𝛼 → 0: 𝑚′ → −∞                                                                                                            

Но выше для того же предела было полу-

чено значение, равное нулю. Поскольку пе-

ременная α определена в интервале [0, +∞), 

постольку функция m(α) стремится к своему 

пределу с одной стороны – справа, а поэтому 

пределы в обоих случаях должны быть оди-

наковыми. Следовательно, утверждение m – 

функция от α, не верно. Остается принять, 

что m не зависит от α. Гипотеза доказана. 

Найдем m и до конца раскроем его физи-

ческий смысл. 

Продифференцировав (8) по α, получим: 

𝑑𝐹

𝑑𝛼
=

𝑃0+2𝑃0
𝛼

𝑚

(
𝑃0
𝑚

𝛼2+𝑃0𝛼+1)
2                                                                                                            

Введем обозначение 𝑍 =
(𝑘+1)tg𝛽∗

𝑟
 и заме-

ним  на Xc с помощью (5): 

𝑍
𝑑𝐹

𝑑𝑋𝑐
=

𝑃0+
2𝑃0

𝑚

𝑋𝑐
𝑍

[
𝑃0
𝑚

(
𝑋𝑐
𝑍

)
2

+𝑃0
𝑋𝑐
𝑍

+1]
2                                                                                                            

Разделим переменные: 

𝑍𝑑𝐹 =
𝑃0+

2𝑃0
𝑚

𝑋𝑐
𝑍

[
𝑃0
𝑚

(
𝑋𝑐
𝑍

)
2

+𝑃0
𝑋𝑐
𝑍

+1]
2 𝑑𝑋𝑐                                                                                                            

После интегрирования в интервале Xc: 

[0, 
|𝑚|

𝑛
𝑍], где n ≥ 0, и соответствующих пре-

образований получим, в отличие от [3], об-

щее решение в виде двух уравнений: 

0 > 𝑚𝑃0  ≥  4:  

(2±𝑛)𝑚𝑃0√1− 
4

𝑚𝑃0

(1±𝑛)𝑚𝑃0+𝑛2 = 𝑙𝑛
𝑚𝑃0(1+√1− 

4

𝑚𝑃0
)±2𝑛

𝑚𝑃0(1−√1− 
4

𝑚𝑃0
)±2𝑛

           (8) 

0 < 𝑚𝑃0  ≤  4: 

(2+𝑛)𝑚𝑃0√
4

𝑚𝑃0
−1

(1+𝑛)𝑚𝑃0+𝑛2 = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑚𝑃0√

4

𝑚𝑃0
−1

𝑚𝑃0+2𝑛
                     (9) 

Знаки ± указывают на режимы спада дав-

ления. Если m> 0 следует ставить «+», а при 

m <0 необходимо подставлять «–». Анализ 

этих уравнений показывает, что они имеют 

единственное решение при mP0 = 4 (рис. 2). 

Поэтому, расширение ПД вдоль кривой раз-

гона происходит исключительно в режиме 

«слабого» спада давления (m> 0). Кроме то-

го, в процессе преобразования текущей си-

стемы отсчета, путем ее перемещения вдоль 

кривой разгона с одновременным поворо-

том на соответствующий угол β, сохраняется 

выражение mP = 4. Следовательно, много-

слойному метанию в рамках данной модели 

свойственна непрерывная пространствен-

ная симметрия, где m играет роль индика-

тора давления – параметра, отображающего 

изменение величины давления вдоль кри-

Рис. 2. Примеры графиков функций в уравнениях (8), (9): 

K= 
(2±𝑛)𝑚𝑃0√1−

4

𝑚𝑃0

(1±𝑛)𝑚𝑃0+𝑛2 , L= ln
𝑚𝑃0(1+√1−

4

𝑚𝑃0
)±2𝑛

𝑚𝑃0(1−√1−
4

𝑚𝑃0
)±2𝑛

 и M=
(2+𝑛)𝑚𝑃0√

4

𝑚𝑃0
−1

(1+𝑛)𝑚𝑃0+𝑛2 , N=2arctg
𝑚𝑃0√

4

𝑚𝑃0
−1

𝑚𝑃0+2𝑛
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вой разгона.  

Используя (2) – (5), (7) и m = 4/P0, полу-

чим окончательное и единственное решение 

задачи, инвариантное относительно выше-

указанного преобразования: 

𝑌𝑐 = 𝑋𝑐
𝑃0𝛼

𝑃0𝛼+2
tg𝛽∗                                                                                (10) 

𝑡𝑔𝛽 =
𝑃0𝛼(𝑃0𝛼+4)

(𝑃0𝛼+2)2 𝑡𝑔𝛽∗,                                                                 (11) 

𝑃 = 𝑃0 (
2 𝑐𝑜𝑠 𝛽

𝑃0𝛼+2
)

3

                                                                                      (12) 

Заключение 

Чтобы пользоваться уравнениями (10) – 

(12), необходимо знать k, P0 и β* (или I0, если 

r = 0). Ниже, в сравнении с [1, 3], представлен 

более развернутый метод определения этих 

величин, включая несколько улучшенный 

способ расчета β* и I0.  

В таких прикладных задачах как сварка, 

штамповка, прессование порошков взрывом, 

как правило, используются ВВ, которые, 

имеют, по-видимому, значительно растяну-

тую зону химической реакции, в пределах 

которой может существенно изменяться со-

став ПД, а следовательно, и показатель по-

литропы. Кроме того, в реальных процессах 

при расширении ПД за зоной химической 

реакции показатель политропы имеет тен-

денцию к уменьшению. Поэтому представ-

ляется не совсем правильным использовать 

для расчета значение k в точке Жуге, 

найденное электромагнитным методом по 

значениям скорости детонации и массовой 

скорости ПД, измеренных на оси заряда. 

Здесь целесообразней применять «эффек-

тивное» (интегральное) значение показате-

ля политропы (интегральный показатель 

политропы), то есть такое значение k, при 

котором наблюдается наилучшее совпаде-

ние расчета с экспериментом. Так в [5] k 

подбирали методом «наклонной проволоч-

ки» [6] (плоский аналог известного «ци-

линдр-теста» [4]) совместно с расчетами: по 

двумерной модели [7], с помощью которой 

отыскивалось наилучшее совпадение рас-

четной и экспериментальной конфигураций 

метаемой пластины, и по формуле для пре-

дельной скорости V свободно метаемого 

ударника [8]: 

𝑉 = √2𝐸𝐺
𝑟0√3

√𝑟0
2+5𝑟0+4

,                                                                       (13) 

где r0 – коэффициент нагрузки для ударника, 

𝐸𝐺  – энергия Гарни (часть теплоты взрыва, 

расходуемая на расширение ПД). 

В данном случае  𝐸𝐺  рассчитывали по 

уравнению: 

𝐸𝐺 = 1 (2(𝑘2 − 1))⁄                                                                        (14) 

Предельную скорость находили по из-

вестному выражению: 

𝑉 = 2 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑟0
∗ 2⁄ )                                                                                  (15) 

где  𝛽𝑟0
∗ – предельный угол поворота ударни-

ка, который определяли из эксперимента. 

Найденные этими двумя способами k раз-

личались не более чем на 0,2. В [2, 3] эти два 

способа были объединены в один, где расчет 

проводился по [1]. Как оказалось, установ-

ленные там k достаточно хорошо совпали с 

интегральными показателями политропы, 

которые ранее были получены с помощью 

[7] для таких же зарядов ВВ. 

Так как P0 определяется как сумма давле-

ния перед моментом соударения метаемого 

слоя с мишенью и приращения давления в 

отраженной ударной волне, то первое слага-

емое рассчитываем по (12), а второе нахо-

дим методом, представленным в [9]. 

Для расчета β* и I0 считаем, что X0>> 0 и 

при X=X *: 

𝑃(𝑋∗) ≈ 𝑃𝑟0
(𝑋∗),                                                                                    (16) 

где 𝑃𝑟0
– давление в ПД у поверхности сво-

бодно метаемого ударника.  

Абсцисса X * определяется из равенства: 

𝑃𝑟(𝑋∗) − 𝑃𝑟0
(𝑋∗) = 𝜀,                                                                    (17) 

где  𝑃𝑟– давление в ПД у поверхности сво-

бодно метаемой пластины, массой равной 

массе пакета; 𝜀 – наперед заданная сколь 

угодно малая величина. 

Здесь (17) позволяет, в отличие от [1] и 

[3], более корректно выбирать 𝜀. 
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Для расчета профиля давления вдоль 

жесткой стенки, необходимо знать импульс 

отраженных ПД при детонации ВВ вдоль 

пластины с бесконечной массой. Этот им-

пульс (I00) определяется из (13) при r0 → 0: 

𝐼00 = √
3

2
𝐸𝐺                                                                                                        (18) 

Согласно вышеизложенному, если r> 0, то 

β* находим из (12) с помощью (1), (5), (10), 

(11), (13) – (17), а если r → 0, то I0 находим из 

(12) с учетом условия II и использования 

(10), (11), (13) – (18). 

В общем случае скорость пакета зависит 

от коэффициентов нагрузки ударника и ми-

шени, соотношения их масс и зазора между 

ними. Расчеты показали, что, комбинируя 

эти параметры при k = const, можно добить-

ся ситуации, когда скорость пакета может 

даже превысить скорость того же пакета, но 

метаемого в отсутствии зазора между пла-

стинами. В качестве иллюстрации, на рис. 3 

и 4 приведены результаты расчетов для k = 

2,6. На рис. 3 показаны профили давления, 

соответствующие соударению ударника с 

а      б 
Рис. 3. Зависимости давления ПД на поверхность ударника от абсциссы при его  

свободном полете (прерывистые линии) и после его соударения с мишенью  
(сплошные линии) для различных значений зазора между ними:  

а) расчет по исходным данным [2,3] (r0 = 12,9 и rм = 2,59); б) расчет при r0 = 12,9 и rм = 5,18 
(rм – коэффициент нагрузки для мишени) 

а      б 
Рис. 4. Зависимости угла поворота от ординаты для ударника и пакета:  

а) расчет по исходным данным [2,3] (r0 = 12,9 и rм = 2,59); б) расчет при r0 = 12,9 и rм = 5,18 
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мишенью, при котором в ПД возникает пря-

мая отраженная ударная волна [4]. На рис. 4 

для тех же режимов соударения представле-

ны зависимости угла поворота пакета от ор-

динаты. Откуда видно, что при определен-

ных значениях зазора между ударником и 

мишенью этот угол в некотором интервале 

Y становится больше угла поворота свобод-

но метаемой пластины массой, равной массе 

пакета, за счет аномально-высокого приро-

ста угла в начальной фазе разгона. 

Выводы 

1. Доказана единственность решения за-

дачи и показано, что процесс метания обла-

дает непрерывной пространственной сим-

метрией.  

2. Полностью раскрыт физический 

смысл параметра, отвечающего за режим 

спада давления. 

3. При фиксированном значении инте-

грального показателя политропы, скорость 

пакета, в условиях соударения пластин с 

определенными значениями коэффициен-

тов нагрузки и зазора между ними, стано-

вится больше скорости совместного полета 

пластин, изначально расположенных без за-

зора. 
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