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НА ОСНОВЕ РЕШЕНИЯ ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ ПРИ ЗАДАННЫХ НАЧАЛЬНЫХ
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Рассматривается задача оптимального планирования движения наземного робота с обходом одного ста-

тичного препятствия при заданных краевых условиях и времени движения. Предлагаемый метод планирова-
ния движения основывается на применении методов вариационного исчисления с разделением планирова-
ния движения на этапы.
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A. V. Leonard
ROBOT MOVEMENT PLANNING WITH BYPASSING A STATIC OBSTACLE 

ON THE BASIS OF SOLUTION OF THE VARIATIONAL PROBLEM FOR  
THE SPECIFIED INITIAL AND END COORDINATES, SPEEDS AND OPERATING TIME 

Volgograd State Technical University 
The article deals with the issue of developing the method for optimal planning of the movement of a ground ro-

bot with a bypass of one static obstacle for given boundary conditions and time of movement. The proposed method 
to traffic planning is based on the use of only the calculus of variations with the division of planning into stages. 

Keywords: mobile robot, motion planning, calculus of variations, optimal control. 

Введение
В отличие от существующих «классических 

методов APF» [1–4], в работах [5–7] представ-
лен подход по планированию движения робота, 
основывающийся на совместном использова-
нии методов вариационного исчисления и ис-
кусственного поля, отталкивающего робот от 
границ препятствия. При этом заданы опера-
тивное время, начальные и конечные координа-

ты, скорости робота. Отталкивающее поле про-
странственно ограниченно – имеет внешнюю 
и внутреннюю границы в форме окружностей. 
Приближение линии вектора абсолютной ско-
рости центра масс робота к центру препятствия 
приводит к росту числа касаний (центром робо-
та) внутренней границы отталкивающего от 
препятствия поля. Как следствие, возрастает 
вероятность непопадания робота в финальную
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точку за отведенное оперативное время. Когда 
линия вектора скорости центра масс робота
проходит через геометрический центр препят-
ствия, центр масс робота совершает ряд коле-
бательных движений и останавливается на гра-
нице поля. Размер поля существенным образом 
влияет на физическую реализуемость обхода 
статичного препятствия. В связи с этим предла-
гается отказаться от использования искусст-
венного отталкивающего поля. Для этого в пер-
вом приближении ставится и решается сле-
дующая модельная задача. 

1. Постановка задачи
Необходимо получить законы движения цен-

тра масс наземного робота, которые обеспечива-
ют его перемещение из заданной начальной точ-
ки O в конечную F за отведенное время τ с обхо-
дом одного статичного препятствия (рис. 1). 

Рис. 1. Постановка задачи

При этом полагается: даны начальные 
и конечные координаты, скорости робота 

0 0 0 0, ;,x x y y0;0x y y0 0 00 0 00 τ τ τ τ, ;,x x y yτ τ τ ;τx y yτ τ τττ τ ττ τ робот движется по 
плоскому горизонтальному основанию без сил 
сопротивления; робот обладает идеальной ма-
невренностью – способен реализовать любую 
траекторию движения центра масс как угодно 

быстро; система управления и сенсоры робота 
мгновенно считывают и обрабатывают инфор-
мацию об окружающей среде на заданном рас-
стоянии Lr . Перемещение робота можно разде-
лить на три этапа: 1 – сенсоры робота не фик-
сируют препятствие (глобальное планирова-
ние); 2 – сенсоры обнаруживают препятствие, 
движение до препятствия (локальное планиро-
вание); 3 – движение от препятствия в конеч-
ную точку (глобальное планирование).

2. Метод решения
Так как силы сопротивления отсутствуют 

и робот перемещается по горизонтальному 
плоскому основанию, то потребные усилия 
привода вдоль оси абсцисс и оси ординат опре-
деляются исходя из соотношений соответст-
венно:

, .X mx Y my.mx Y my,mx Y (1)
Результирующая сила привода может быть 

найдена из выражения
2 2 2 2 .F m x m y2 2 2 .x m y2 22x2 (2)

В качестве критерия оценки движения ро-
бота предлагается следующий функционал, ко-
торый должен быть минимизирован:

τ
2

0
.min,I dt F

τ

dd           (3) 

Таким образом, исходя из условий миниму-
ма функционала (3) – уравнений Эйлера – Пу-
ассона

2

1 22 0, , ,
i i i

d d q x q y
q dt q dt q 10, q110

i iq dt qi q
d 0, 12dd 2dd 2q dtdt 2

iq dtdtdtdt 2dd 2
    (4) 

законы движения центра масс робота в диффе-
ренциальной форме примут следующий вид:

0, 0.IV IVx y (5)
Для I режима (в отсутствии прямой види-

мости препятствия), с учетом заданных гранич-
ных условий: 0 0 0 0, ;,x x y y0 0 0;0x y y0 0 000 0 00 0 τ τ τ τ, ,,x x y yτ τ τ ,τx y yτ τ τττ ττ , зако-
ны движения в интегральном виде, константы 
интегрирования IiC и 

IiD определяются через 
соотношения:

2 3 2 3

0 1 2 3 0 1 2 3 ,, 0 τ,
2 6 2 6I I I I I I I I I I
t t t tx C C t C C y D D t D D t

0 0,IC x 1 0,IC x0,x0

τ 0 0 τ
2 2

4 26 ,
τ τI

x x x xC 20 τx20 τ00     τ 0 τ 0
3 2 36 12 ,

τ τI
x x x xC 12τ 0 τxτ 0 τ0x x0000τ 0    (6) 

0 0,ID y 1 0,ID y0,y
τ 0 0 τ

2 2
4 26 ,

τ τI
y y y yD 20 τy20000     τ 0 τ 0

3 2 36 12 .
τ τI

y y y yD 12τ 0 τyτ 0 τ0y y0000τ 0
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Для II этапа планирования движения ха-
рактерны следующие граничные условия: 

0II Lx x  0II Lx x0II L0x x0II L0  0II Ly y  0II Ly y0II 0yI yLyL  *
τ*IIx x  

*
τ*IIx x*
τ*IIτx xτ*IIτ  *

τ*IIy y  *
τ* ,IIy yτ*IIτyI y*,y  где , , ,L L L Lx y x yL Lx yL LL ,  – 

координаты и скорости центра масс робота в 
момент времени 1τ  обнаружения препятствия; 

* * * *, , ,x y x y* *x y,  – координаты и скорости центра 
масс робота в момент его касания окружности 
радиуса 1α , α 1,r R R  R  – радиус окруж-
ности, описывающей робот; 

1R  – радиус ок-

ружности, описывающей препятствие; α  – ко-
эффициент безопасности; *τ  – промежуток 
времени от момента обнаружения препятствия 
до касания центром робота окружности радиу-
са .r  Для второго режима функционал запи-
шется следующим образом: 

τ*
2 2 2 2

0
.min,II II II II III dt m x m y2 2 2 .II IIm y2 22

II Ix2
II

      (7) 

После соответствующих преобразований 
законы движения для данного этапа планиро-
вания движения примут вид: 

 
2 3

2 3
*

2 3

2 3

t t ,
2 6 0 τ ,
t t ,
2 6

II L L II II

II L L II II

x x x t C C
t

y y y t D D

2
t
2L II 2t C t

L IIL 2x t C 2L IIL 2

2
t
2L II 2t D t

L IIL 2y t D 2L IIL 2

 

* *

2 2
* *

4 26 ,
τ τ

L L
II

x x x xC
*2x22               

* *

3 2 3
* *

6 12 ,
τ τ

L L
II

x x x xC 1212
* *x 12x xL 12                              (8) 

* *

2 2
* *

4 26 ,
τ τ

L L
II

y y y yD
*2y22             

* *

3 2 3
* *

6 12 .
τ τ

L L
II

y y y yD 12
* *

12y 12y yL 12  

 
Для III режима движения робота гранич-

ные условия запишутся в виде: *
0IIIx x  

*
0IIIx x*
0IIIx x0III  *

0IIIy y  *
0IIIy y0IIIyI y*y  

2τ τIIIx x  
2τ τIIIx x
2τ τ2IIIτx xτ τIIIτ  

2τ τIIIy y  
2τ τ ,IIIy y
2τ τ2

,IIIτy yτ τ2IIIτ  *
2 1 .τ τ τ τ   

Функционал и законы движения, характер-
ные для данного этапа:   

1τ τ τ*
2 2 2 2

0
,min,III III III III IIII dt m x m y2 2 2 ,III IIIm y2 22

III Ix2
III

  (9) 

 
2 3

* *
2 3

*
12 3

* *
2 3

,
,

2 6 0 τ τ τ
,

2 6

III III III

III III III

t tx x x t C C
t

t ty y y t D D

2 2III 2III 2

2
* t2

t C* tx t C 2III 2

2
*

2 2III 2
t 2

t D*
III 2

ty t D 2III 2

 

* *
τ τ

2 2
2 2

4 26 ,
τ τIII

x x x xC
* 2*

τx22          
* *

τ τ
3 2 3

2 2

6 12
τ τIII

x x x xC
*

τ12τx xτ12τ x xx x12τ                               (10) 

* *
τ τ

2 2
2 2

4 26 ,
τ τIII

y y y yD
* 2*

τy22           
* *

τ τ
3 2 3

2 2

6 12 .
τ τIII

y y y yD
*

12τ τy 12τ τy y12τ  

Для того чтобы движение робота было в целом оптимально [8]: 
1 1τ-τ τ τ τ*τ*

0 0 0
,minII III II III II IIII dt dt dt  

2ττ*
2 2 2 2 2 2 2 2

0 0
min,II III II II III IIII m x m y dt m x m y dt

2τ
2 2 2 2 2 2 2

0
mIII III dt2 2 2 2

III IIIm x m y dt2 2 2 22 2 2
III IIIIII

2 2 2
II II
2 2 22 2 2
II IIIIx2
II

2 22 2
IIIIm y dt2 22 2
IIII

 

 
необходимо найти соответствующие 

* * * * *, , , , .τx y x y* * *, .τx y,  Так как точка * *,x y  должна 
лежать на окружности радиуса min ,αr rmin ,α rmα   
а вектор скорости центра масс робота должен 

быть направлен по касательной к окружности  
в этой точке (во избежание пересечения траек-
торией окружности), то справедливы следую-
щие равенства (связи):  
 

(11) 
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* *
1 1 min ,α cosφ, α sinφ, αx x r y y r r r*

1 min ,α cosφ α sinφ α* r1 m1 α sinφ α111α cosφα cosφ 1  

* * * *π πcos φ , sin φ ,
2 2

x V y V ,* *x V* * cos φφ
2 2

φV cos φ π π* * π* ** sin φφφ , sin φφφφ π*φ π *

2 2
sin φφφφ

2 2
sin φφ ,

2
, sin φφ  

 
где 1 1,x y  – координаты центра окружности, 
описывающей препятствие; *V  – модуль ли-
нейной скорости центра масс робота, в момент 
касания окружности радиуса ;αr ;α  φφ  – угло-
вая координата точки касания. Значения φφ  и αα  
подбираются (при необходимости) для устра-
нения пересечения траекторией центра масс 
робота окружности радиуса minr  (опасной зоны 
вокруг препятствия). Таким образом, подбира-
ются такие значения *τ  и *V  (при допустимых 
φφ  и αα ), чтобы функционал (11) был минима-
лен. В частности, *τ  и *V  могут быть найдены 
в результате поиска глобального минимума (11) 
с заданной точностью ε: 

[ 1] [ ] ε.II III II IIII i I i  
 

3. Пример алгоритма навигации  
системы управления робота 

 

1. Запускается система управления робота  
и сканирования местности, вводятся операто-
ром начальные: 0 0 0 0, ,x x y y0 0 0x y y0 0 00 0  и конечные: 

τ τ τ τ, ,x x y yτ τ τx y yτ τ ττ ,  условия движения робота и его па-
раметры (рис. 2, а).  

2. Робот планирует свое движение – запус-
кается расчет параметров (6) на основании за-
данных краевых условий с последующим рас-
четом законов движения (6) и управляющих 
воздействий (рис. 2, а). 

3. Робот начинает (продолжает) свое дви-
жение – реализует синтезированные законы (6) 
(рис. 2, б). 

4. В процессе движения, при обнаружении 
препятствия, производится идентификация 
препятствия в виде окружности 1 1 1, ,R x y   
и расчет радиуса minr  опасной зоны вокруг это-
го препятствия (рис. 2, б). 

5. Производится проверка пересечения син-
тезированной (в соответствии с (6)) траектории 
робота и опасной зоны вокруг препятствия по 
условию 

2 2
1 1 min0, τ : .t x x y y r     (13) 

5.1. Если условие (13) выполняется, то ро-
бот продолжает свое движение по законам (6) 
(рис. 2, а). 

5.2. Если условие (13) не удовлетворяется, 
то выполняются действия (6)–(8). 

 

  
а б 

 
Рис. 2. Обход роботом статичного препятствия (см. также с. 44) 

(12) 
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в г
Рис. 2. Окончание

6. Для момента времени 1τ , соответствую-
щего обнаружению препятствия, производится 
определение из (6) и сохранение в оперативной 
памяти робота его координат: 0 ,II Lx x

0 ,II Ly y и скоростей: 0 ,II Lx x0 ,II L0x x0II L0 0 .II Ly y0II 0yI y .LyL

7. Запускаются два связанных цикла по
варьированию φ 0, 2πφ 0, 2π,0, 2π и α 1, αstopα 1, αstop с про-
веркой условия (13), чтобы в случае возникно-
вения пересечения траекторией центра масс 
робота окружности радиуса min 1α ,r R R
α 1, устранить его.

7.1 Для текущих (варьируемых) значений φφ
и αα запускается (внутри указанных циклов) 
процедура поиска глобального минимума 

функционала (11) – определения оптимальных 
значений *τ и *V (рис. 2, в).

8. Для найденных оптимальных значений
*τ и *,V подобранных φφ и αα производится рас-

чет параметров и реализация законов движения
(8), (10), обеспечивающих безударный обход
препятствия оптимальным образом.

4. Компьютерное моделирование
Для исследования предложенного метода 

автоматической навигации наземного робота 
(на языке Visual C++) разработан  авторский 
программный инструмент. Для всей серии чис-
ленных экспериментов (рис. 3–7) были приняты 
постоянными: 0,5R м; 2Lr м; τ 10 с; 
dτ 0,01 c.

Рис. 3. Результат тестирования при нулевых скоростях в начальной и конечной точках центра масс робота:
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1 1 14 м; 2 м; 1мRx y  

 
 

Рис. 4. Результат тестирования при нулевых скоростях в начальной и конечной точках центра масс робота: 
1 1 18 м; 2 м; 2 мx y R  

 
 

 
 

Рис. 5. Результат тестирования при нулевых скоростях в начальной и конечной точках центра масс робота: 
1 1 112,5 м; 2 м; 2 мx y R  

 
 

 
 

Рис. 6. Результат численного тестирования при скоростях  

0 00 м с, 3 м с;x y0 00 м с, 3 м с;0x0 00 м см с0 м с  
τ τ0 м с, 3м сx yτ τ0 м с, 3м сτxτ τ00 м с, τм с0 м с  в начальной и конечной точках 
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Рис. 7. Результат численного тестирования при скоростях

0 00 м с, 1 м с;x y0 00 м с, 1 м с;0x0 000 м см с0 м с τ τ0 м с, 1м сx yτ τ0 м с, 1м сτxτ 00 м с,м с0 м с в начальной и конечной точках

Заключение
Задача планирования движения наземного 

робота с обходом одного статичного препятст-
вия сводится к решению трех вариационных 
подзадач с граничными условиями, две из ко-
торых приводят к поиску параметров, обеспе-
чивающих в целом оптимальность движения 
робота от момента обнаружения препятствия 
до момента достижения конечной точки. Ком-
пьютерное моделирование предложенного ме-
тода (алгоритма навигации робота) показывает, 
что робот оказывается способен обойти статич-
ное препятствие (не соударяясь с ним) и прийти 
в финальную точку (с требуемой скоростью) за 
отведенное время. При этом целевая точка мо-
жет быть размещена непосредственно за пре-
пятствием. Предложенный метод планирования 
движения (с соответствующими уточнениями) 
может быть использован в реальных системах 
управления наземных роботов, предназначен-
ных для перемещения в среде с препятствиями, 
которые удалены друг от друга.
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