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Моделируется движение необитаемого подводного аппарата (НПА) с манипуляторами, закрепленными 

на его корпусе. Предлагаемая математическая модель предназначена для синтеза алгоритмов системы 
управления технологическими операциями в режиме динамического позиционирования и отслеживания 
программных траекторий рабочего органа.
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The motion of an uninhabited underwater vehicle (NPA) with manipulators mounted on its body is simulated. 
The proposed mathematical model is designed to synthesize algorithms for the control system of technological oper-
ations in the mode of dynamic positioning and tracking of program trajectories of the working body. 
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Введение
Для выполнения технологических операций 

на подводные роботы устанавливаются много-
звенные манипуляторы [1, 2]. С их помощью 
решаются задачи мониторинга морского дна, 
взятие биологических проб и обслуживание 
подводных сооружений, включая трубопрово-
ды. Также подводные роботы широко исполь-
зуются при проведении поисково-спасательных 
работ, при изучении подводной флоры и фау-
ны, для инспекции судов и в других случаях 

[3, 4]. Применение подводных манипуляторов 
избавляет человека от опасного труда и, в то же 
время, сокращает эксплуатационные расходы, 
делая возможным проведение широкого спек-
тра операций, недоступных человеку.

Расчетная схема
Механическая часть НПА представляется 

в виде твердого тела (корпуса) и связанных 
с ним многозвенных механизмов манипуляци-
онных роботов (см. рисунок ниже).  

Расчетная схема необитаемого подводного аппарата
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Движение корпуса НПА рассматривается 
относительно неподвижной системы отсчета 

1O и определяется вектором скорости 
OVV

центра масс корпуса и вектором его угловой 
скорости ωω . С корпусом аппарата жестко свя-
зана система координат Oxyz , оси которой яв-
ляются главными центральными осями инер-
ции. Конфигурация манипуляторов относи-
тельно этой системы координат описывается 
обобщенными координатами siq ( 1,2,...,i k –
количество манипуляторов; 1,2,..., ks n – чис-
ло степеней свободы k -го манипулятора). 
Положение системы координат Oxyz задается 
с помощью корабельных углов Эйлера 
ψ( ),φ( ), υ( )t t t относительно системы коорди-

нат 1 1 1Ox y z , перемещающейся поступательно
относительно неподвижной системы 1O .
С каждым звеном манипуляторов связаны под-
вижные системы координат si si si siC x y z , оси ко-
торых являются главными центральными осями 
инерции.

Уравнения движения корпуса

Уравнения движения центра масс системы
«корпус – манипуляторы» составляется в фор-
ме уравнений Эйлера – Лагранжа [5] относи-
тельно квазискоростей , , , , ,x y z x y zV V V –

проекций векторов 
O ,ωV ωV ωω на оси подвижной 

системы координат Oxyz . В векторной форме
эти уравнения имеют вид:

* * **

0 0ω ω ω ω 2ω ,c c c cV VM r r r r N
*

VVV ωω ω0ω 0 ωω ωω ,Nr rrω 2ωω N
* **
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где M – масса корпуса и манипуляторов; 
* **

, ,c c cr r r
* **

r r r, , – радиус-вектор центра масс системы
относительно полюса O и его относительные 
производные; o – тензор инерции системы в

точке O ; r
oK oK – главный момент относительных 

количеств движения относительно полюса O
системы; , ON mN mmOm – главный вектор и главный 
момент всех активных сил относительно полю-
са O .

Уравнение (1) выражает теорему об изме-
нении главного вектора количества движения 
системы, а уравнение (2) – теорему об измене-
нии главного вектора момента количеств дви-
жения системы. Система уравнений (1), (2) со-
держит обобщенные координаты манипулято-
ров siq и соответствующие им обобщенные 
скорости и обобщенные ускорения. Для полно-
го описания движений механической системы 
необходимо составить уравнения движения ма-
нипуляторов. 

Дифференциальные уравнения 
относительного движения манипуляторов

Кинетическую энергию системы можно 
представить в виде суммы трех слагаемых: 

.e m rT T T T    (3) 

В этом выражении eT – кинетическая энер-
гия переносного движения, равная

21 2 ω ω ω .
2 O O c

o
eT MV MV rVV .oo ωoωω ooωω o      (4) 

Величины o
isq и c isr qr являются функ-

циями обобщенных координат манипуляторов,
а от обобщенных скоростей не зависят.

Слагаемые
ω O

Om r rT V Q KV QV QQ ωQQ ω OKω OKωω  (5) 
зависят от относительных движений звеньев 
манипуляторов и являются линейными функ-
циями обобщенных скоростей isqisq .

Кинетическая энергия относительных дви-
жений rT является квадратичной функцией 
обобщенных скоростей isqisq с коэффициентами,
зависящими от обобщенных координат siq : 

1 1

1 ( ) .
2

n n

ij ij i j
i j

rT A q q q .i jii
      (6) 

Применяя для (3) формализм Лагранжа

, 1,2,...,si si
si si

d T T Q Q s n
dt q qsiqsiqsiqsi

     (7) 

с учетом выражений (4), (5) и (6), получаем n
дифференциальных уравнений относительных 
движений механизма манипулятора: 
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   (8) 
где siQ – обобщенная сила активных сил, соот-
ветствующая s координате; siQ – обобщенная 
сила сил сопротивления.

Обобщенные силы сил сопротивления в 
случае линейного вязкого сопротивления вы-
числяются через диссипативную функцию Рэ-
лея, которая может быть записана в форме

1 1

1 .
2

s s

ij i j
i j

q q .i jq qii

Конкретный вид левой части уравнений (8) 
зависит от кинематических схем манипулято-
ров, установленных на НПА.

Таким образом, сформирована система из 
(6 ) kn дифференциальных уравнений от-

носительно шести квазикоординат , , ,x y zV V V

, ,x y z и 
1 1

kn k

s i
siq – обобщенных коорди-

нат присоединенных манипуляторов.
Полученная система дифференциальных 

уравнений (1), (2), (8) позволяет решать задачу 
синтеза алгоритма стабилизации рабочего ор-

гана манипулятора относительно назначенного 
положения на основе решения обратной задачи 
динамики. Параметры системы управления ма-
нипуляторами и корпусом НПА определяются 
по уравнениям математической модели в режи-
ме динамического позиционирования [6]. 
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Рассматриваются свойства оптимального планирования движения наземного робота с обходом статич-
ного препятствия при заданных краевых условиях (координатах, скоростях) и времени движения (BCτ

1).
Планирование движения реализуется на основе подхода VC/APF+BCτ

1 – совместного применения вариаци-
онного исчисления (VC) и искусственного потенциального отталкивающего поля (APF). 

Ключевые слова: мобильный робот, планирование движения, вариационное исчисление, метод потенци-
альных полей, оптимальное управление.
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