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На отрезке 4–5 видно, что направление враще-
ния не изменилось. Дальнейшее перемещение 
мобильного робота происходит аналогичным 
образом. 

 

Заключение 
 

Рассмотренный метод управления роботом 
с внутренней массой, совершающей движение 
по окружности вокруг неподвижной оси опоры 
робота с постоянной угловой скоростью и опо-
рами робота, находящимися в заторможенном 
или свободном состоянии, позволяет осуществ-
лять различное по виду и характеру движение 
робота.  

Возможна постановка задачи о выборе та-
кого алгоритма управления последовательного 
торможения опор, который обеспечивает напе-
ред заданное перемещение мобильного робота. 
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Введение 
 

В настоящее время в развитии роботизиро-
ванного производства большую роль играют 
манипуляторы параллельно-последовательной 
структуры, состоящие из механизмов последо-
вательной и параллельной кинематических 
схем. Одним из существующих разновидностей 
манипуляторов параллельно-последовательной 
структуры является манипулятор-трипод на по-
воротном основании [1]. Однако нагрузка на 
рабочем органе приводит к возникновению из-
гибающих моментов на линейные приводы.  
В результате возникает возможность их закли-
нивания. Для исключения заклинивания линей-
ных приводов разработана кинематическая 
схема манипулятора-трипода с дополнительной 
геометрической связью [2, 3]. Манипуляторы  
с такой кинематической схемой находят при-
менение в машиностроении при механической 
обработке деталей сложной геометрии; в при-
боростроении; при упаковке продукции и др.  
В качестве рабочего органа возможна установ-
ка сверла, фрезы, захватного устройства и дру-
гих приспособлений, используемых при вы-
полнении технологических операций. В про-
цессе выполнения технологической операции 
рабочий орган необходимо перемещать по раз-
личным траекториям. Недостатком таких сис-

тем является увеличение числа звеньев и, сле-
довательно, дополнительные трудности в уп-
равлении точностью перемещения исполнитель-
ного оборудования по программным траектори-
ям. Поэтому разработка аналитических методов 
синтеза необходимых параметров ориентирую-
щих перемещений исполнительных звеньев, 
обеспечивающих выполнение технологических 
операций, является актуальной задачей. 

 
Объект исследования 

 

Рассматривается манипулятор-трипод [4], 
конструкция которого состоит из трех линей-
ных исполнительных звеньев 1, 2, 3, одни кон-
цы которых с помощью двухподвижных шар-
ниров установлены на основании ABC в форме 
равнобедренного треугольника, а другие – за-
креплены с помощью сферических шарниров 
на выходном звене 6 полой трубы 5 (см. рису-
нок ниже). Труба может свободно перемещать-
ся вдоль оси втулки 7, но не может совершать 
поворот вокруг ее оси. Центральная полая тру-
ба 5 обеспечивает жесткость конструкции  
и принимает на себя изгибающие моменты от 
внешних нагрузок, возникающих при работе 
манипулятора. Четвертый линейный привод 4 
обеспечивает поворот основания ABC, увели-
чивая рабочую зону манипулятора.  

 

 
 

Кинематическая схема манипулятора-трипода  
с дополнительной связью 
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Манипулятор имеет четыре степени под-
вижности [4], и его конфигурацию можно 
описать обобщенными координатами: длиной 
отрезка полой трубы 1q KM ; углами

2 3ψ, δq q , определяющими положение под-
вижной системы координат 5 5 5Kx y z относи-
тельно неподвижной Oxyz , а также углом

4 φq наклона основания манипулятора. 

, , ,OA OB OC OD DK – геометрические пара-

метры основания манипулятора и точек креп-
ления на поворотном основании (см. рисунок). 
Уравнения программных траекторий при таком 
выборе обобщенных координат манипулятора 
удобно задавать в сферической системе коор-
динат ( ), δ( ), ψ( )KM t t t .

Уравнения, связывающие обобщенные ко-
ординаты и длины исполнительных звеньев 

1 4( ),kl kt имеют вид [4]:

2 2 2 2 2 2
1 2 ( cosφ sinφ)
2 sinφsinψcosδ 2 sinφcosψcosδ 2 sinψcosδ
2 cosψcosδ 2 cosφsinψ 2 cosψ 2 sinψ,

l KM r OA OD DK OA DK OD
OA KM OA r OD KM
OD r OA r DK KM DK r

 (1) 

2 2 2 2 2 2
2

2 ( sinδ cosδ) ( sinαcosψ sinψ)
2 cosα( cosδ+ sin δ) 2 ( cosψ sinαsinψ),

l OB OD DK KM r
OB OD r KM

r OB OD DK KM r

    (2) 

2 2 2 2 2 2
3

2( sinδ cosδ) ( sinψ sinαcosψ)
2 cosα( sin δ cosδ) 2 ( cosψ sinαsinψ),

l OC OD DK KM r
OC OD KM r

r OD OC DK KM r

   (3) 

2 2 2 2
4 sin( ) ( φ) cos φOD OA OAl t .               (4) 

Постановка задачи
Условием управляемости исполнительных 

приводов, в случае манипулятора параллельно-
последовательной структуры, можно называть 
наличие взаимно однозначного соответствия 
между их перемещениями и перемещениями 
рабочего органа. Ставится задача определения 
аналитических зависимостей между кинемати-
ческими параметрами программных перемеще-
ний рабочего органа и перемещениями испол-
нительных приводов.

Метод решения и результаты
Связь между вектором скоростей исполни-

тельных управляющих звеньев и вектором ско-
ростей изменения длины отрезка KM , его уг-
ловых скоростей и угловой скоростью пово-
ротного основания, имеет вид [5]:

( ,ψ,δ,φ) ,l qV I KM V              (5) 

где 
1 2 3 4, , ,

T

lV l l l l1 2 3 42 32 3

T
l l l1 2 3 42 32 322 4ll4

– вектор скоростей исполни-

тельных линейных звеньев манипулятора; 

,ψ,δ,φ
T

qV KM ,ψM ψ,δδ,φ
T – вектор скоростей измене-

ния длины отрезка KM, обобщенных угловых 
скоростей и угловой скорости поворотного ос-
нования.

Функциональная матрица Якоби 4x4
( ,ψ,δ,φ)I KM состоит из частных производных

, ( , 1 4).i
ij

j

l i j
q

     (6) 

Эту матрицу принято называть управляю-
щей [6]. Обращение определителя матрицы 
Якоби в нуль является признаком особого по-
ложения механизма. Неравенство определителя 
нулю является необходимым и достаточным 
условием существования и единственности ре-
шения уравнения (5), то есть обеспечения одно-
значного соответствия между задаваемыми 
программными скоростями обобщенных коор-
динат и скоростями исполнительных звеньев. 

Элементы матрицы определяем по форму-
лам (6) с учетом (1)–(5): 

1
11

1

sinψcosδ sinφsinψcosδ cosψ ,l KM OD OA DK
KM l

(7)
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1
12

1

1

sinφcosψcosδ sinφsinψcosδ cosψcosδ
ψ
sinψcosδ cosφcosψ+ sinψ cosψ ,

l OA KM OAr OD KM
l

ODr OAr DK KM DKr
l

(8) 

1
13

1

1

sinφsinψsinδ sinφcosψsinδ sinψsinδ
δ
cosψsinδ ,

l OA KM OAr OD KM
l

ODr
l

   (9) 

1
14

1

1

( sinφ cosφ) cosφsinψcosδ cosφcosψcosδ
φ
sinφsinψ ,

l DK OD KM rOA
l

OA r
l

(10) 

2
21

2

( sinδ cosδ)sinψ cosψ ,l KM OB OD DK
KM l

       (11) 

2
22

2

2

( sinδ cosδ) ( sinαsinψ cosψ)
ψ

( sinψ sinαcosψ) ,

l OB OD r KM
l

DK KM r
l

         (12) 

2
23

2

2

( cosδ sinδ) ( sinαcosψ sinψ)
δ

cosα( sin δ cosδ) ,

l OB OD r KM
l

r OB OD
l

      (13) 

3
31

3

( sinδ cosδ)sinψ cosψ ,l KM OC OD DK
KM l

 (14) 

3
32

3

3

( sinδ cosδ) ( cosψ sinαsinψ)
ψ

( sinψ sinαcosψ) ,

l OC OD KM r
l

DK KM r
l

       (15) 

3
33

3

3

( cosδ sinδ) ( sinψ sinαcosψ)
δ

cosα( cosδ sin δ) ,

l OC OD KM r
l

r OD OC
l

        (16) 

32 4
24 34 41

4 4 4
42 43 44

4

0, 0, 0,
φ φ

cos0, 0, ,
ψ δ φ

φ

ll l
KM

l l l OD OA
l

.            (17) 

Приравнивая определитель матрицы Якоби к нулю, найдем особые точки механизма манипу-
лятора:

11 12 13 14
11 12 13

21 22 23
44 21 22 23

31 32 33
31 32 33

44

0
0

0
0 0 0

I
. (18)
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Из (18), в частности, следует что 0I при 

φ 2 . Это означает, что четвертый исполни-

тельный цилиндр (см. рисунок выше) находит-
ся в мертвом положении. При выборе значений 

конструктивных параметров основания это ус-
ловие необходимо учитывать. Подставляя в (18)
выражения (7)–(17), получаем уравнение, свя-
зывающее геометрические параметры манипу-
лятора с обобщенными координатами: 

sinψcosδ sinφsinψcosδ cosψ

( sinαsinψ cosψ) ( sinψ sinαcosψ)

sinψ cosψ

sinφcosψ sinφsinψ cosψ
0.

sinψ cosφcosψ+ sinψ cosψ

KM OD OA DK

OD r KM DK KM r

KM OD DK

OA KM OAr OD KM
ODr OAr DK KM DKr

   (19) 

Близость выражения (19) к нулю означает 
резкий рост программных усилий исполни-
тельных звеньев. Аналитические исследования 
показали, что значение угла δ не влияет на на-
личие особых положений.

Выражения (6) элементов матрицы Якоби 
являются аналогами линейных скоростей ис-
полнительных звеньев. Например, выражение 
для скорости второго исполнительного звена 
имеет вид:

2 21 22 23 24ψ δ, 0KMl 24 024242222ψ 23δ23δ23δδψ2 21KMl2 M .

Тогда, зная выражения для программной 
траектории ( ), δ( ), ψ( )KM t t t в сферической
системе координат, легко определить требуе-
мый закон изменения скорости привода этого 
звена.

Заключение
Получены аналитические выражения управ-

ляющей матрицы, связывающей скорости ис-
полнительных звеньев с программными скоро-
стями обобщенных координат манипулятора. 
Близость механизма к особым положениям 
требует сравнения необходимых затрат меха-
нической энергии исполнительных приводов 
с допустимыми параметрами приводов испол-
нительных звеньев манипулятора. Наличие 
аналитического выражения для управляющей 
матрицы позволяет учитывать взаимное влия-

ние приводов на перемещение рабочего органа 
манипулятора и определять особые положения 
механизма.
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