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А. G. Podoprigora, E. V. Kolesnikov 
 

ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ РАЗЛИЧНЫХ ВИДОВ АБЕРРАЦИЙ  
НА ОТНОСИТЕЛЬНУЮ ЭНТРОПИЮ ВОЛНОВОГО ФРОНТА 

 

RESEARCH OF INFLUENCE OF VARIOUS KINDS OF ABERRATION  
ON RELATIVE ENTROPY OF WAVEFRONT 

 

Волгоградский государственный технический университет 
 

Volgograd State Technical University 
 

E-mail: pag@vstu.ru 
 

Исследована зависимость относительной энтропии волнового фронта от различного вида его аберраций. 
Аберрации моделировались с помощью полиномов Цернике, элементарных функций и сплайн-
интерполяции конечного множества случайных чисел. 

Ключевые слова: относительная энтропия, аберрации волнового фронта, адаптивная оптическая система, 
качество коррекции. 

 

Dependence the value of relative entropy wave front from its aberration of various kinds was investigated. Ab-
errations was modeled with the help Zernike polynmials, elementary functions and the spline-interpolation of the 
limited set of random numbers. 

Keywords: relative entropy, wavefront aberrations, adaptive optical system, quality of correction. 
 
В работах [1, 2] было показано, что относи-

тельные энтропии фазы и углов наклона волно-
вого фронта могут быть использованы в каче-
стве одних из критериев качества пучка лазер-
ного излучения, а именно − определения эф-
фективности корректировки пучка адаптив-
ными оптическими системами. Так, например, 
относительная энтропия фазы волнового фрон-
та определяется по формуле 

             
1

,( ) ( )log [ ( )]
k M

Mk k
k

H p p
=

=
ϕ = − ϕ ϕ∑           (1) 

где М – количество интервалов гистограммы 
распределения значений фазы волнового фрон-
та ϕ; ( )kp ϕ – частота попадания значения фазы 
волнового фронта в k-й интервал гистограммы. 

В лазерах могут быть использованы адап-
тивные оптические системы с модальной внут-
рирезонаторной коррекцией с помощью гибких 

зеркал. Качество коррекции таких систем зави-
сит как от степени приближения формы по-
верхности зеркала к форме корректируемого 
волнового фронта, так и от быстроты выполне-
ния вычислительных процессов формирования 
оптимального управляющего воздействия на 
гибкое зеркало. В таких системах информацию 
об искажениях волнового фронта обычно полу-
чают посредством датчика Гартмана, фикси-
рующего углы его наклона. 

Так, именно, с ростом относительной эн-
тропии углов наклона волнового фронта увели-
чивается число циклов итераций Ω в вычис-
лительном процессе восстановления формы 
волнового фронта (рис. 1), что, в свою очередь, 
приводит к динамическим погрешностям кор-
рекции, из-за увеличения затрат времени на от-
дельный ее акт [3, 4]. 

Если относительная энтропия фазы опреде-
лялась по формуле (1), то относительная энтро- 

Ча с т ь  1  Ча с т ь  1 
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Рис. 1. Зависимость числа циклов итерации вычислительного 
процесса коррекции от относительной энтропии углов на- 

клона волнового фронта 
 

пия и углов наклона волнового фронта вычис-
лялась по формуле 
           ( ) ( ) ( ) ,x yH a H x a H yΘ = ⋅ ⎡Θ ⎤ + ⎡Θ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦     (2) 

где ( ) ( ) ( ){ }
1

log
k M

k M k
k

H x p x p x
=

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Θ = − Θ Θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑  − 

относительная энтропия углов наклона в на-
правлении оси Ox, а ( )H y⎡ ⎤Θ⎣ ⎦  − направлении 
оси Oy; ax, aу − весовые коэффициенты (прини-
малось значение ax = ay = 0,5). 

При этом дискретные множества углов на-
клона волнового фронта вычислялись как гра-
диенты функции распределения фазы в направ-
лении соответствующих координатных осей, 
например, для направления оси Ox: 

                  ( )
( ),x y

x
x

∂ ⎡ϕ ⎤⎣ ⎦Θ =
∂

.                    (3) 

Разделение энтропии углов наклона по на-
правлениям обусловлено особенностью форми-
рования сигнала в датчике Гартмана [5]. 

Поскольку величина относительной энтропии 
зависит от структуры искажений пучка лазерного 
излучения, интерес представляет исследование 
зависимости относительной энтропии волнового 
фронта от различного вида его аберраций. 

Аберрации волнового фронта задавались тре-
мя способами: полиномами Цернике, элемен-
тарными функциями и сплайн-интерполяцией 
конечного множества случайных чисел. 

В первом случае функция фазы волнового 
фронта моделировалась с помощью пятнадцати 
двумерных  полиномов Цернике − Fμ(x,y): 

                      ( ) ( )
1

, ,
M

x y a F x yμ μ
μ=

ϕ =∑ ,                (4) 

где aμ − весовой коэффициент аберрации с но-
мером μ; M = 15 – число видов аберраций. 

Результаты, полученные для апертуры 
квадратной формы, типичной для некоторых 
типов лазеров, например, газоразрядных, с по-
перечной прокачкой активной среды, представ-
лены в табл. 1. В столбце «вид» табл. 1 пред-
ставлены карты линий уровня фазовой функции 
с градацией серого цвета по уровням. 

 
 Таблица 1 

Относительная энтропия аберраций, задаваемых полиномами Цернике 
 

Виды аберрации Относительная 
энтропия 

μ Название Формула Вид 
углов 

наклона, 
( )H Θ  

фазы, 
( )H ϕ  

1 Средняя фаза 1  
 

  

2 Наклон по X 2x  
 

0 1 

3 Наклон по Y 2y  
 

0 1 

4 Дефокусировка ( )2 23 2 2 1x y+ −  
 

1 0.937 

5 Астигматизм 2 6xy  
 

1 0.871 

6 Астигматизм ( )2 26 x y−  
 

1 0.950 

7 Кома ( )[ ]2 28 3 2x y y+ −  
 

0.911 0.676 
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  Окончание табл. 1 

Виды аберрации Относительная 
энтропия 

μ Название Формула Вид 
углов 

наклона, 
( )H Θ  

фазы, 
( )H ϕ  

8 Кома ( )[ ]2 28 3 2x y x+ −  
 

0.911 0.676 

9 Трилистник ( )[ ]2 2 33 8 3 4x y y+ −  
 

0.871 0.811 

10 Трилистник ( )[ ]3 2 23 8 4 3x x y− +  
 

0.871 0.811 

11 Сферическая ( ) ( )2 2 2 2
2

5 66 1x y x y+ +− +⎡ ⎤⎣ ⎦  
 

0.833 0.710 

12 Астигматизм 
5-го порядка ( ) ( )2 2 2 2 2 210 10 3x y x y x y+ − − −⎡ ⎤

⎣ ⎦  
 

0.834 0.895 

13 
Астигматизм 
5-го порядка ( )2 2 2 22 10 10 3x y xyx y+ − −⎡ ⎤⎣ ⎦  

 
0.785 0.679 

14 Ashtray ( )4 2 2 410 6x x y y− +  
 

0.811 0.738 

15 Ashtray ( )2 24 10xy x y−  
 

0.811 0.846 

 
Для первых трех видов аберраций (μ = 1, 2, 3) 

относительная энтропия углов наклона посто-
янна и равна нулю. Это говорит о том, что дан-
ные виды аберрации (средняя фаза и наклоны) 
не являются искажением плоскости волнового 
фронта, а характеризуют направление его рас-
пространения. 

Для аберраций типа Кома (μ = 7, 8) и Три-
листник (μ = 9, 10) энтропии, соответствующие 
каждой аберрации, равны, поскольку переход 
от F7(x,y) к F8(x,y) и от F9(x,y) к F10(x,y) означа-
ет лишь поворот фронта вокруг оси пучка на 
угол π/2. 

На графиках, построенных по данным табл. 1 
и представленных на рис. 2, заметно, что относи-

тельные энтропии углов наклона (рис. 2, a) и фа-
зы (рис. 2, б) уменьшаются с увеличением поряд-
ка полиномов Цернике. При этом корреляция для 
энтропии углов  наклонов достаточно высока (ко-
эффициент корреляции ρ = 0,96 отвечает функ-
циональной зависимости), а для энтропии фазы, 
хотя и имеется, но очень слабая (ρ = 0,47). Также 
необходимо отметить, что между энтропией уг-
лов наклонов и энтропией фазы волнового фрон-
та, моделируемого полиномами Цернике, наблю-
дается более высокая корреляция с коэффициен-
том ρ = 0,63 (рис. 3) в сравнении со случаем,  
когда волновой фронт задается случайным чи-
словым множеством с равномерным распределе-
нием вероятностей − ρ = 0,42 [3]. 

 

 
                                                       а                                                                                б 

 

Рис. 2. Зависимость относительных энтропий углов наклона волнового фронта (а), фазы (б) от порядка полинома Цернике 
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Рис. 3. Корреляционная связь относительных энтропий фазы 
и углов наклона волнового фронта, задаваемого полиномами  

Цернике 
 
Практический интерес представляют абер-

рации волнового фронта, имеющие место при 
формировании пучка лазерного излучения в ак-
тивной среде с простейшими детерминирован-
ными возмущениями. Такие возмущения, наря-
ду со случайными возмущениями, возникают в 
активной среде газодинамических и химиче-
ских лазеров за сопловыми решетками, в по-
граничных слоях вблизи стенок или поверхно-
сти оптических элементов, в импульсно перио-
дических лазерах вследствие акустических ко-
лебаний и ударных волн. 

Искажение волнового фронта на таких воз-
мущениях можно задать с помощью элемен-
тарных функций. Например, для моделирова-
ния искажений, полученных на стоячих акусти-
ческих волнах и возмущениях за сопловыми 
решетками можно использовать тригонометри-
ческие функции, а для пограничных слоев − 
экспоненциальные. Результаты моделирования 
аберраций представлены в табл. 2. 

Следует отметить, что при задании аберра-
ций с помощью элементарных функций, между 
энтропией углов наклонов и энтропией фазы 
волнового фронта, наблюдается чуть более вы-
сокая корреляция, с коэффициентом ρ = 0,66 
(рис. 4), в сравнении со случаем, когда фаза 
волнового фронта задается полиномами Церни-
ке − ρ = 0,62 (рис. 3). 

Интерес также представляет мелкомас-
штабная изотропная турбулентность, возни-
кающая, например, на границах струи в аэро-
динамических окнах мощных технологических 
лазеров или в потоке активной среды, при 
больших числах Рейнольдса. 

Для этого случая функция фазы волнового 
фронта сначала задавалась дискретно, в сотне 

Таблица 2 
Относительная энтропия аберраций,  

задаваемых элементарными функциями 
 

Относительная энтропия 
Формула  
аберрации Вид углов наклона, 

( )H Θ  фазы, ( )H ϕ  

Sinx 
 

0.556 0.556 

Sinx + Siny 
 

0.556 0.952 

Sinx ⋅ Siny 
 

0.752 0.705 

exp(0,1⋅x) 
 

0.923 0.923 

1/x 
 

0.278 0.579 

Arctg(x) 
 

0.408 0.649 

exp(0,1⋅x−2) 
 

0.834 0.880 

 

 
 

Рис. 4. Корреляционная связь относительных энтропий фазы 
и углов наклона волнового фронта, задаваемого элементар- 

ными функциями 
 
точек (10×10) квадратной апертуры псевдослу-
чайными числами с равномерным распределе-
нием. С помощью двумерной кубической 
сплайн-интерполяции по дискретной функции 
фазы «восстанавливалась» непрерывная функ-
ция фазы ( ),x yϕ . 

Для сравнения, на рис. 5 представлены две 
из пятнадцати реализаций множества случай-
ных значений функции фазы, с минимальным − 

min ( ) 0.86H ϕ =  (рис. 5, а) и максимальным − 
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max ( ) 0.97H ϕ =  (рис. 5, б) значением относи-
тельной энтропии фазы волнового фронта. 
 

 
                  а                                                   б 
 
Рис. 5. Карта линий уровня с минимальной (а) и максималь-
ной (б) относительной энтропией фазы волнового фронта 

 
Заметно, что карта линий уровня функции 

фазы (с градацией серого цвета по уровням) 
более упорядочена и контрастна для волнового 
фронта с меньшим значением относительной 
энтропии фазы волнового фронта (рис. 5, а).  

Следует особо отметить, что, в случае мел-
комасштабной изотропной турбулентности, 
корреляция между энтропией углов наклонов и 
энтропией фазы волнового фронта практически 
отсутствует − ρ = 0,16 (рис. 6). 

 

 
 

Рис. 6. Связь относительных энтропий фазы и углов накло-
на волнового фронта, задаваемого случайными числами 

с равномерным распределением 

По результатам проведенного исследования  
можно следующие основные выводы: 

1) относительные энтропии углов наклона и 
фазы волнового фронта уменьшаются с увели-
чением порядка полиномов Цернике; 

2) значения энтропий аберраций волнового 
фронта, описываемые элементарными функ-
циями, имеют меньшую величину, чем значе-
ния энтропий аберраций, описываемые поли-
номами Цернике; 

3) максимальные значения относительных 
энтропий имеет волновой фронт с аберрация-
ми, задаваемыми дискретным множеством слу-
чайных чисел. 

4) корреляционная связь между относи-
тельными энтропиями фазы и углов наклона 
волнового фронта ослабевает и практически 
исчезает при переходе от детерминированных к 
мелкомасштабным случайным аберрациям. 

 
БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК 

 
1. Podoprigora, A. G. Quality criterion of radiation in ac-

tive medium of laser systems with adaptive optics / А. Г. По-
допригора // 6th International Conference on Laser and Fiber-
Optical Networks Modeling. LFNM 2004: proc. / Kharkiv 
(Ukraine), 2006. – P. 35–37. – Англ. 

2. Подопригора, А. Г. Выбор режимов работы и пара-
метров конструкции лазерных систем с внутрирезонатор-
ной коррекцией волнового фронта / А. Г. Подопригора // 
Электромагнитные волны и электронные системы. – 2004. − 
№ 2. – С. 52−57. 

3. Подопригора, А. Г. Влияние пространственных ха-
рактеристик лазерного излучения на качество его коррек-
ции / А. Г. Подопригора // Изв. ВолгГТУ: межвуз. сб. науч. 
ст. № 6(79) / ВолгГТУ. – Волгоград : ИУНЛ ВолгГТУ, 
2011. – (Сер. Электроника, измерительная техника, радио-
техника и связь. Вып. 5). – С. 81–84. 

4. Podoprigora, A. G. Influence of various kinds of aber-
ration on relative entropy of wavefront / А. Г. Подопригора // 
8th International Conference on Laser and Fiber-Optical Net-
works Modeling. LFNM 2006: proc. / Kharkiv (Ukraine), 
2006. – P. 332–334. – Англ. 

5. Кийко, В. В. Алгоритм восстановления распределения 
фазы поля при измерениях датчиком Гартмана / В. В. Кий-
ко, В. И. Кислов, Е. Н. Офицеров // Квантовая электрони-
ка. − 2008. – Т. 38, № 4. – С. 359–364. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



                                                                  ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

 

12 

УДК 538.935 
 

В. А. Смоляр, В. С. Жалнина, А. С. Бураков 
 

V. A. Smolar, V. S. Zhalnina, A. S. Burakov 
 

УЧЕТ РАЗБРОСА ПО ПРОБЕГАМ В УРАВНЕНИИ ДИФФУЗИИ ЭЛЕКТРОНОВ 
 

STRAGGLING OF ELECTRONS IN THE DIFFUSION EQUATION 
 

Волгоградский государственный технический университет 
 

Volgograd State Technical University 
 

E-mail: smolar.v@mail.ru, valentina-zhaln@mail.ru, burakov.a.c@gmail.com 
 

Уравнение гиперболического типа, к которому сводится кинетическое уравнение в приближении диф-
фузии в пространстве координат и энергий, и в котором соединены диффузия и разброс пробегов электро-
нов – страглинг (straggling), – пока не удается решить ни аналитически, ни численно. Решение этого уравне-
ния сильно зависит от начальных условий, корректное описание которых само по себе представляет слож-
ную задачу. В данной работе предлагается способ обойти эти трудности, учитывая страглинг в уравнении 
диффузии. Показано, что фундаментальные решения уравнений диффузии в пространстве координат и в 
пространстве энергий представляют собой гауссианы с дисперсиями, одинаково зависящими от энергии 
электронов. Предлагается учесть дисперсию пробегов, увеличив дисперсию в пространстве координат так, 
чтобы коэффициенты обратного рассеяния и прохождения совпали с тестовыми данными, полученными ме-
тодом Монте – Карло. 

Ключевые слова: разброс пробегов, упругое рассеяние, неупругое рассеяние, уравнение диффузии, дис-
персия пробегов, угловое рассеяние. 

 

In this work, not moving from the diffusion equation for the wave equation in the first approximation takes into 
account the electron scattering mean free paths and thus improve the approximation of continuous slowing down. 
This approach allows the construction of a model kinetic equation equally well to take into account both elastic and 
inelastic interactions in the transport of particles in matter. 

Keywords: scattering, elastic scattering, inelastic scattering, diffusion equation, the dispersion ranges, the angu-
lar scattering. 
 

Введение 
 

Современные модели кинетического уравне-
ния позволяют получить интегральные и диффе-
ренциальные характеристики процессов проник-
новения и диффузии заряженных частиц в веще-
стве. Однако соответствие этих данных с экспе-
риментальными или результатами, полученными 
на основе метода Монте – Карло, оставляет же-
лать лучшего. Это заставляет искать новые моде-
ли, поскольку применение способов быстрого 
расчета характеристик переноса обещает открыть 
доступ к множеству технологий, которые на се-
годняшний момент недоступны из-за медлитель-
ности численных методов Монте – Карло.  

Целью данной работы является учет страг-
линга в рамках диффузионной модели.  

 
Теория 

 

1. Диффузия в пространстве энергий 
Кинетическое уравнение Больцмана, запи-

санное в приближении «прямо-вперед», может 
описывать явление страглинга, так как в этом 
приближении путь, пройденный частицей, од-
нозначно связан с его пространственными ко-
ординатами. Следовательно, для F(s,E) – плот-
ности потока электронов c энергией Е, про-
шедших путь s, – можно записать: 

 

                
,            (1) 

 
где  и это полная и диф-

ференциальная обратные длины неупругого 
рассеяния, описывающие вероятность электро-
на с энергией Е потерять любую энергию на 
единице пути и вероятность электрона с энер-
гией Е + ε  потерять энергию ε  на единице пути 
соответственно.  

Фундаментальное решение уравнения (1) в 
диффузионном приближении подробно описа-
но в [1] и имеет вид: 

 

 
(2) 
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где ( )Еε  – средние потери энергии электрона с 
энергией Е на единице пути, а σ(s) – дисперсия, 
определяемая формулой  

                       
энергия Е в нижнем пределе интеграла опреде-
ляется из уравнения  
 

                                                   (4) 
 

Это выражение совпадает с формулой Бора [2], 
[3].  
 

2. Диффузия в пространстве координат 
Для нахождения плотности потока электро-

нов часто используют диффузионную модель 
кинетического уравнения, в которой применя-
ется приближение «непрерывного замедления», 
а сама плотность потока раскладывается  по 
сферическим функциям с удержанием первых 
двух членов 

     (5) 
В диффузионном приближении  

                 ;               (6) 

здесь trλ  – транспортная длина. 
С учетом (5) и (6), модельное кинетическое 
уравнение записывается так: 

 
   (7) 

Фундаментальное решение уравнения (7) имеет 
вид гауссиана:  

   
,     (8) 

где  

     
      (9) 

Квадрат дисперсии в пространстве с энер-
гией электронов Е равен 2τ(Е). 

В приближении «непрерывного замедле-
ния» существует однозначная связь между 
пройденным путем и энергией частицы; таким 
образом, явления страглинга в данной модели 
просто опускается. 

 

3. Волновая модель кинетического уравнения 
Чтобы учесть явление страглинга в диффу-

зионной модели, описанной выше, в уравнении 
(7) необходимо к члену, отвечающему за неуп-

ругое взаимодействие, добавить квадратичный 
член в разложении интеграла по неупругим 
столкновениям. В этом случае вместо уравне-
ния (7) получим 

 
;   (10) 

здесь Q(x, E) – источник. 
Решение этого уравнения сильно зависит от 

начальных условий, корректное описание кото-
рых представляет сложную задачу. 

На настоящий момент уравнение гипербо-
лического типа (10), к которому сводится кине-
тическое уравнение в приближении диффузии в 
пространстве координат и энергий, и в котором 
соединены диффузия и разброс пробегов элек-
тронов, пока не удается решить ни аналитиче-
ски, ни численно.  

 

4. Учет разброса по пробегам в уравнении 
диффузии электронов 

Суть предлагаемого метода учета страглин-
га в рамках диффузионной модели (7) состоит в 
том, что поскольку процессы упругого и неуп-
ругого рассеяния можно разделить и считать 
происходящими независимо друг от друга, дис-
персии этих процессов должны складываться  
в пространстве координат.  

Для начала покажем тот факт, что диспер-
сии разброса по координатам и по пробегам 
одинаково зависят от энергии. Запишем фор-
мулу В. С. Вавилова [4] для средних потерь 
энергии электрона на единице пути так:  

 

                           ,                  (11) 
 

где Lion ионизационный логарифм, а A(E) – не-
которая функция от E.  
По определению  

            
      (12) 

Положим, в (12)  

    
;      (13) 

здесь I(S) – средний ионизационный потенциал. 
Зная (13), легко получить средний квадрат по-
терь энергии на единице пути:  
 

               

                         
.              (14)

 

;                (3)

, 

, 
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Из (11) и (14) получаем  

                  
                                        (15) 

Используя степенную аппроксимацию 
Спенсера для соотношения «пробег – энергия», 
легко получить выражение для средних потерь 
энергий на единице пути:  

             
.        (16) 

Перепишем (3) с учетом (15) в виде:  

              
.           (17) 

Подставив сюда (16), получаем окончательно  

                 
               (18) 

Сравнивая дисперсии фундаментальных реше-
ний по пробегам и в координатном пространст-
ве, получаем соотношение  

                        
                 (19) 

Таким образом, в фундаментальном реше-
нии уравнения диффузии электронов (8) вели-
чину τ следует увеличить с учетом разброса 
пробегов:  

                                             (20) 
Для этого в формуле  вместо d1 введем  
 

                                       (21) 

Важно отметить, что коэффициент с можно 
использовать в качестве подгоночного пара-
метра, а выражение (19) – для его оценки. Вве-
дение нового d1 позволяет учесть страглинг в 
диффузионной модели. Таким образом, можно 
учесть дисперсию пробегов, увеличив диспер-
сию в пространстве координат так, чтобы ко-
эффициенты обратного рассеяния и прохожде-
ния совпали с тестовыми данными, получен-
ными методом Монте – Карло. 

 
Результаты и обсуждение 

 

Рассмотрим, как влияет учет разброса по 
пробегам на энергетические спектры обратно 
рассеянных электронов, полученных на основе 
диффузионной модели кинетического уравне-
ния. Решение уравнения (7) производилось 
численно с помощью программы, написанной 
на C++, созданной авторами работы. Энергети-
ческие спектры обратно рассеянных электронов 

для золота и кремния приведены на рис. 1. Учет 
явления страглинга делает спектры более раз-
мытыми и уменьшает амплитуды. На настоя-
щий момент нет достоверных эксперименталь-
ных данных по энергетическим спектрам, одна-
ко качественный анализ немногих попыток по-
лучить энергетические спектры на установках 
говорит о том, что величина дисперсии, веро-
ятно, должна быть большей, чем в диффузион-
ной модели, без учета страглинга [5]. Включе-
ние разброса по пробегам позволяет размыть 
спектры и лучше приблизиться к физической 
реальности.    
 

 
 

Рис. 1. Энергетические спектры обратно-вышедших  
из мишеней электронов: 

золото (1) и кремний (2) при начальной энергии частиц 10 кэВ и 
толщине мишени 2000 нм; пунктирная линия – без учета диспер- 

сии пробегов; сплошная линия – с учетом этого явления 
 

 
 

Рис. 2. Коэффициент обратного рассеяния (backscattering): 
сплошная линия – на основе диффузионной модели с учетом 
страглинга; пунктирная линия – с помощью программы Penelopa; 

точки – экспериментальные данные 
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На рис. 2 представлены для сравнения с 
экспериментальными данными графики коэф-
фициентов обратного рассеяния для алюминия, 
золота и меди, вычисленные на основе диффу-
зионной модели, в которой учитывается страг-
линг через коэффициент с, рассчитанный по 
аналитической формуле (19), а также графики, 
полученные с помощью программы Penelopa, 
разработанной в CERN [6].  

Таким образом, учет страглинга через ко-
эффициент с позволяет существенно улучшить 
диффузионную модель и дает возможность, не 
решая уравнения гиперболического типа, рас-
сматривать влияние дисперсии пробегов на ха-
рактеристики переноса. 
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Дифференциальное сечение, полное сечение, средний свободный пробег, средние потери энергия при 
каждом столкновении и тормозная способность электронного пучка с энергией от 20 эВ до 100 кэВ при не-
упругом рассеянии в конденсированном веществе вычислены по квантово-механической теории рассеяния 
частиц на атоме Гризинского. Проведено сравнение с расчетами этих характеристик по диэлектрической 
функции, полученной по оптическим данным. 

Ключевые слова: дифференциальное сечение, неупругое рассеяние, тормозная способность, энергетиче-
ские потери. 

 

Differential cross section, total cross section, mean free path, average energy loss per collision and stopping 
power of the electron beam with energies from 20 eV to 100 keV at inelastic scattering in condensed matter are cal-
culated by the Gryzinsky's  quantum-mechanical theory. Comparison with calculation of these characteristics on the 
dielectric function received under the optical data is spent. 

Keywords: differential cross section, inelastic scattering, stopping power, energy loss. 
 

Введение 
 

Неупругое рассеяние электрона на атоме 
сопровождается изменением внутреннего со-
стояния последнего. При этом налетающий 
электрон теряет часть своей энергии. Сущест-
вуют три подхода к вычислению процесса 
энергетических потерь, обусловленных неупру-
гим рассеянием, сопровождающимся ионизаци-
ей. П е р в ы й  п о д х о д  (так называемое при-
ближение непрерывного замедления) основан 

на предположении, что электрон теряет свою 
энергию непрерывным образом по закону Бете 
[1]. В т о р о й  п о д х о д , предложенный Гри-
зинским [2] (назовем его дискретным), предна-
значен для определения величины теряемой 
энергии в момент неупругого парного столкно-
вения налетающего электрона с одним из элек-
тронов атома. Т р е т и й  п о д х о д  основан на 
моделировании процесса неупругого рассеяния 
по экспериментально измеренным диэлектри-
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ческим функциям ( , )kε ω , где k  – волновое 
число; ω  – частота [3]. 

В работе [3] дифференциальное сечение 
рассчитывалось на основе диэлектрического 
подхода по экспериментально измеренным оп-
тическим данным – зависимостям показателя 
преломления и коэффициента поглощения от 
энергии кванта света. Эти данные отобраны и 
систематизированы в сборнике Палика [4]. Од-
нако из-за конечного числа измеренных опти-
ческих данных как по составу веществ, так и по 
области энергий, этот подход сильно ограни-
чен. В нашей работе мы будем использовать 
теорию Гризинского, позволяющую вычислить 
дифференциальное сечение неупругого рассея-
ния электрона на атомах, если известны энер-
гии связи атомных электронных оболочек [2]. 
Эта теория не имеет таких жестких ограниче-
ний по составу веществ, поскольку энергетиче-
ские спектры атомов в веществах хорошо изу-
чены и по ним имеются надежные данные [5]. 
Кроме того, она дает больше детальной инфор-
мации о соударении электронов с атомами, так 
как можно вычислить вклад в рассеяние каж-
дой электронной оболочки атома. В настоящей 
работе вычисления рассеяния проведены по 
теории Гризинского и по экспериментально из-
меренным диэлектрическим функциям для 
кремния в области энергий электронов от 20 эВ 
до 50 кэВ с целью проверки соответствия этих 
подходов друг с другом при малых энергиях, а 
при больших энергиях электронов – соответст-
вия хорошо известной величине (средним поте-
рям энергии на единице пути), вычисленной по 
формуле Бете [1]. 

Расчет неупругого рассеяния электронов  
по теории гризинского 

 

Основным процессом при неупругом рас-
сеянии электрона является однократная иони-
зация атомов вещества. При этом электрон те-
ряет свою энергию дискретным образом. Для 
сечения ионизации атома при взаимодействии с 
налетающим электроном было предложено не-
сколько выражений. Наиболее широкое приме-
нение получила полуклассическая нерелятиви-
стская формула Гризинского для дифференци-
ального сечения однократной ионизации атома 
электроном с энергией Е, которая сопровожда-
ется потерей энергии EΔ , т. е. вероятности то-
го, что при единичной плотности потока (за 1 с 
единичную площадку пересекает один элек-
трон) этот электрон столкнется с одним ато-
мом, расположенным в некоторой точке этой 
площадки, и при этом произойдет однократная 
ионизация атома, т. е. будет выбит один из in  
электронов, находящихся на i -й оболочке ато-
ма с энергией связи iU , и ему будет сообщена 
некоторая кинетическая энергия, так что потеря 
энергии столкнувшегося с атомом электрона 
составит величину iE UΔ > : 

              
,( , ) ( , , )E i i E i

i
E E n E U EΔ Δσ Δ = σ Δ∑ .      (1) 

Здесь суммирование ведется по всем оболочкам 
атома, нижний индекс EΔ означает дифферен-
цирование по переменной EΔ  и, в соответст-
вии с этими обозначениями, ,i EΔσ  – дифферен-
циальное сечение однократной ионизации i -й 
оболочки атома. Предложенная Гризинским 
формула для вычисления этого дифференци-
ального сечения имеет вид [2]: 

 

   

3 1
4 2 2

, 3

4( , , ) 1 1 ln 2.7 .
3

i

i

U
U E

i i
i E i

i i i

U Ue E E E E EE U E
E E E U E U E U

+Δ

Δ

⎧ ⎫⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞π Δ Δ − Δ⎪ ⎪⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟σ Δ = − × − + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 

 

Эта формула широко используется по при-
чине ее хорошего совпадения с эксперимен-
тально измеренными сечениями процессов од-
нократной ионизации атомов. Однако эта фор-
мула не точна при рассмотрении неупругого 
рассеяния на валентных электронах твердого 
тела, поскольку валентные электроны в твер-
дом теле находятся в иных энергетических со-
стояниях, чем в уединенном атоме. 

Видно, что для использования формулы (2) 
надо знать экспериментальные значения энер-
гий связи электронов в атомах. В табл. 1, взя- 

той из работы [6], приведены значения энергий 
связи электронов в атоме кремния. 

По оптическим данным вычисляются веро-
ятности неупругого рассеяния электронов на 
единице длины пути в веществе – 1 .E

−
Δλ  Диффе-

ренциальные обратные длины неупругого рас-
сеяния связаны с дифференциальными сече-
ниями однократной ионизации выражением 

                           

1
,E i i E

i
n−

Δ Δλ = σ∑ ,                       (3) 

где ni – число электронов в i-й оболочке атома. 
Дифференциальные обратные длины неупруго- 

(2)
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го рассеяния для кремния, вычисленные по 
формулам (1) и (2) и по оптическим данным, 
показаны на рис. 1. Из рис. 1 видно, что при 
энергиях электронов, близких к энергиям иони-
зации оболочек, имеют место скачки диффе-
ренциальной обратной длины неупругого рас-
сеяния вследствие резонансного возбуждения 
оболочек налетающим электроном. 

 
Таблица 1 

Число электронов в каждой оболочке атома кремния  
и энергии ионизации оболочек 

 

Оболочка Обозна-
чение 

Число элек-
тронов  ni 

Энергия иониза-
ции Ui, (эВ) 

K 1s 2 1844 

L-I 2s 2 154 
L-II 2p 1/2 3 104 

L-III 2p 3/2 3 104 
M-I 3s 2 13.46 

M-II 3p 2 8.15 
 

 
 

Рис. 1. Зависимости дифференциальные обратных длины 
от энергии потери для значений энергии налетающих 
электронов 100, 500, 1000, 2000 и 4000 эВ, вычисленные 
для кремния: жирные линии – по теории Гризинского (1); 

тонкие линии – по оптическим данным (13) 
 
Интегрированием дифференциальных сече-

ний, задаваемых формулой Гризинского, по по-
терянной электроном энергии получим сечение 
однократной ионизации i-й оболочки атома: 

       

max

min

,( , ) ( , , ) ( )
E

i i i i E i
E

E U n E U E d E
Δ

Δ
Δ

σ = σ Δ Δ∫ ,    (4) 

где minEΔ  и maxEΔ  – минимальная и макси-
мальная энергии потерь подающего электрона, 
причем min ,iE UΔ =  а max / 2E EΔ =  в силу не-
различимости электронов падающего на атом и 
выбитого из него в результате ионизации. Пол-

ное сечение рассеяния равно сумме сечений по 
всем отдельным актам ионизации: 

                        
( ) ( , )i i

i
E E Uσ = σ∑ .                   (5) 

Результаты расчетов полного сечения для 
кремния показаны на рис. 2. 
 

 
 
Рис. 2. Зависимость полного сечения рассеяния от энергии 
падающих электронов, рассеянных на атомах кремния: 
сплошная линия – по теории Гризинского; штриховая ли- 

ния – по оптическим данным 

 
Воспользовавшись выражением для полно-

го сечения (5), получим среднюю длину сво-
бодного пробега при неупругом рассеянии 

                              

1( )
( )

E
n E

λ =
σ

,                      (6) 

где n – концентрация атомов в веществе. Ре-
зультаты вычисления длины свободного пробе-
га в кремнии показаны на рис. 3. 
 

 
 
Рис. 3. Зависимость среднего свободного пробега элек-
тронов, рассеянных на атомах кремния от энергии нале-
тающих электронов: сплошная линия – по теории Гризин- 

ского; штриховая линия – по оптическим данным 
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По определению среднего значения, сред-
ние потери энергии на ионизацию i-й оболочки 
атома даются выражением 

   

max

min

,( , ) ( , , ) ( )
E

i i i i E i
E

S E U n E E U E d E
Δ

Δ
Δ

= Δ σ Δ Δ∫ .   (7) 

Общие средние потери энергии при ионизации 
оболочек: 

max

min

,( ) ( , , ) ( ).
( )
1 E

i i E i
i E

S E n E E U E d E
E

Δ

Δ
Δ

= Δ σ Δ Δ
σ ∑ ∫

    (8) 
На рис. 4 показана зависимость средних потерь 
энергии при однократных столкновениях элек-
трона с атомом кремния. Потеря энергии при 
одном столкновении имеет значения порядка 
энергии связи электронов в атоме. Для кремния 
средние потери энергии при однократном столк-
новении достигают максимума при 20–30 кэВ и 
дальше, с ростом энергии, уменьшаются. 
 

 
 

Рис. 4. Зависимость средней потери энергии при столкно-
вении электрона с атомом кремния от энергии электрона: 
сплошная линия – по теории Гризинского; штриховая ли- 

ния – по оптическим данным 
 

Тормозная способность, вычисленная по 
формуле 

                        
( ) ( ) ( )dE E nS E E

ds
− = σ ,               (9) 

приведена на рис. 5. На этом графике видны 
изменения наклона кривой при значениях энер-
гий налетающих электронов около 30 и 200 эВ. 
Это явление можно объяснить следующим об-
разом. Максимальное значение энергии потери 
равно половине значения энергии падающего 
электрона. Это значит, что электроны атомов в 
оболочках 3s  и 2 p  с энергиями связи 13,46 и 
104 эВ могут участвовать в процессе иониза-
ции, если энергия падающего электрона пре-
вышает, соответственно, 27 и 208 эВ. Поэтому 

при энергиях 27 и 208 эВ скорость изменения 
тормозной способности /dE ds  изменяется и 
наклон кривой увеличивается. Теоретически 
могут существовать и другие изменения накло-
на кривой, соответственные остальным значе-
ниям энергий связи, однако они незначительны 
и не видны на рисунке. 
 

 
 

Рис. 5. Зависимость тормозной способности кремния от энер-
гии падающих электронов: сплошная линия – по теории Гри- 

зинского; штриховая линия – по оптическим данным 
 

Средний путь, пройденный электронами с 
начальной энергией Е до остановки, выражает-
ся через средние потери энергии на единице 
пути интегралом 

                    

0 1( )
/E

R E dE
dE ds

= ∫ .               (10) 

На рис. 6 приведена зависимость этого пробе-
га от энергии подающих электронов. Из рисунка 
видно, что зависимость пробега от энергии мож-
но аппроксимировать степенной функцией 
                                    R aEα= .                        (11) 
 

 
 

Рис. 6. Зависимость среднего полного пробега электронов в 
кремнии от начальной энергии налетающих электронов: 
сплошная линия – по теории Гризинского (10); штриховая 
линия – вычисление по оптическим данным; штрих-пунктир-
ная линия – степенная аппроксимация соотношения «пробег – 
энергия» по формуле (11), где для кремния а = 10–10, α = 1.4 
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Сравнение с результатами, вычисленными  
по оптическим данным и по формуле Бете 
 

Дважды дифференциальный свободный про-
бег (т. е. вероятность того, что электрон или 
позитрон с энергией E передаст среде импульс 
q и потеряет энергию ω на единице пути) может 
быть представлен на основе диэлектрического 
подхода в виде: 

                      

2 1 1 1Im
( , )q Eq q

− ⎡ ⎤∂ λ −
= ⎢ ⎥∂ω∂ π ε ω⎣ ⎦

,          (12) 

где ( , )qε ω  – комплексная диэлектрическая про-
ницаемость. Здесь используются атомные еди-
ницы, в которых , , 1m e = . 

Так как информация о диэлектрической про-
ницаемости ( , )qε ω , в основном, имеется в пре-
деле 0q ≈  (т. е. по оптическим измерениям), 
требуется связать ( , )qε ω  с оптическими дан-
ными (0, )ε ω : 

2

1(0, ) ,
( ( ) ( ))n ik

ε ω =
ω − ω

 

где ( )n ω  – показатель преломления; ( )k ω  – 
коэффициент поглощения, измеренные экспе-
риментально. 

В работе [3] приведена формула для вычис-
ления дифференциального сечения и диффе-
ренциальной обратной длины в зависимости от 
потерянной энергии 

max

min

1 1 1( , ) Im
2 (0,

1
) ( )

E d
E

′ω−

′ω

⎡ ⎤∂λ −′ ′ω = ω ω ⎢ ⎥′ ′∂ω π ε ω ω ω−ω⎣ ⎦
∫ , 

   (13) 

где         min

0, / 2
;

2 , / 2 3 / 4
E

E E E
ω≤⎧′ω = ⎨ ω− < ω≤⎩

 

( )max 2 ;  0 3 / 4.E E E E′ω = −ω − −ω < ω≤  

Интегрирование дифференциального об-
ратного среднего свободного пробега по всем 
допустимым значениям потерянной энергии ω 
дает длину свободного пробега 

                 

max

min

1
1

( ) ( , ) .E E d
−ω −

ω

⎡ ⎤∂λ
λ = ω ω⎢ ⎥

∂ω⎢ ⎥⎣ ⎦
∫           (14) 

Тормозная способность (т. е. средняя потеря 
энергии на единице пути) дается выражением 

            

1

( ) ( , ).dE E d E
ds

−∂λ
− = ωω ω

∂ω∫          (15) 

Средний путь, пройденный электронами с 
начальной энергией Е до остановки, выражает-
ся через средние потери энергии на единице 
пути интегралом, аналогичным (10): 

                 

0 1( )
/E

R E dE
dE ds

= ∫ .                  (16) 

Результаты расчетов по формулам (13)–(16) 
для кремния показаны также на рис. 1, 2, 3, 5  
и 6 соответственно, где они сравниваются с ре-
зультатами наших вычислений по теории Гри-
зинского. Из рис. 2, 3, 5 и 6 видно, что в облас-
ти от 100 до 4000 эВ расчеты по формуле Гри-
зинского и по оптическим данным очень хоро-
шо согласуются друг с другом. Отсюда можно 
заключить, что при высоких энергиях нале-
тающих электронов вероятность ионизации 
атома существенно превосходит вероятность 
возбуждения электронных уровней, так как 
формула Гризинского предназначена только 
для вычисления ионизации. 

Оптические данные в области энергии 
больше 4000 эВ для кремния отсутствуют в [4]. 
Расчеты по формуле Гризинского при энергиях 
E 16<  эВ невозможны, так как налетающие 
электроны не имеют достаточно энергии для ио-
низации электронов внешних оболочек атомов. 

На рис. 1 показаны зависимости дифферен-
циальной обратной длины от потерянной энер-
гии. При энергиях, меньших 8 эВ, вероятность 
неупругого рассеяния по Гризинскому равна 
нулю, в то время как вероятность неупругого 
рассеяния по оптическим данным легко вычис-
ляется. Это объясняется тем, что формула Гри-
зинского применима только для случая иониза-
ции, а метод расчета по оптическим данным 
используется не только для ионизации, но и для 
возбуждения плазменных колебаний электро-
нов в атоме в зоне проводимости. Из сопостав-
ления с кривыми, полученными по оптическим 
данным, видно, что скачки, возникающие на 
кривых, вычисленных по формуле Гризинско-
го, хорошо объясняют причину появления 
скачков, особенно в области больших потерь 
энергии. При потерях энергии, соответствую-
щих значениям энергий ионизации, приведен-
ных в табл. 1, электроны атомов в оболочках 
1s , 2s , 2 p , 3s  и 3p , соответственно, получа-
ют достаточно энергии и начинают участвовать 
в процессе ионизации. При таких значениях по-
терянной энергии число неупругих соударений 
налетающих электронов с электронами атомов 
резко увеличивается, вследствие чего возника-
ют локальные скачки. 

В табл. 1 показаны значения энергий связи 
электронов только в уединенных атомах [6], но 
экспериментальные измерения диэлектриче-
ской функции проводятся для кристаллов. Что-
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бы получить значения энергии ионизации, надо 
добавлять поправку, которая называется хими-
ческим сдвигом уровней, и по величине близка к 
работе выхода. Для кремния работа выхода 
электронов равна 4,52 эВ. 

 
Таблица 2 

Число электронов в каждой оболочке кремния  
и их энергии ионизации с учетом их сдвига  

на величину работы выхода 
 

Оболочка Обозна-
чение 

Число элек-
тронов ni 

Энергия иониза-
ции Ui, (эВ) 

K 1s 2 1849 
L-I 2s 2 159 

L-II 2p 1/2 3 109 
L-III 2p 3/2 3 109 

M-I 3s 2 18 
M-II 3p 2 12.67 
 
На рис. 7 показаны дифференциальные об-

ратные длины, вычисленные по теории Гризин-
ского по формулам (1), (2) с исходными пара-
метрами, взятыми из табл. 2, и по формуле (13) 
по оптическим данным для кремния. Из срав-
нения с рис. 1 видно, что учет сдвигов уровней 

энергии ионизации оболочек лучше объясняет 
положение скачков, соответствующих оболоч-
кам 3s  и 3p . 
 

 
 

Рис. 7. Зависимости дифференциальных обратных длин 
неупругого рассеяния от энергии потери для значений 
энергии налетающих электронов 100, 500, 1000, 2000 и 
4000 эВ, вычисленные для кремния: жирные линии – по 
теории  Гризинского (1); тонкие линии – по оптическим 

данным (13) 
 
Формула Бете для вычисления средних по-

терь энергии на единице пути электрона в ве-
ществе [1] имеет вид: 

 

               

24
2 2 2 2

2 2 2

2 1ln (2 1 1 )ln 2 1 (1 1 ) ,
2 (1 ) 8

e

e

m v EdE e nZ
ds m v I

⎡ ⎛ ⎞π ⎤− = − −β − +β + −β + − −β − δ⎢ ⎜ ⎟ ⎥−β ⎦⎝ ⎠⎣
         (17) 

 

где 2

2

1 1
1

E mc
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟−β⎝ ⎠

 – релятивистская кине-

тическая энергия электрона; е – заряд электро-
на; em  – масса покоя электрона; c  – скорость 
света; v cβ = ; s  – путь, пройденный электро-
ном в веществе; Z – атомный номер; n – плот-
ность электронов в веществе; I – средняя энер-
гия ионизации атома; δ – поправка на эффект 
плотности, учитывающая поляризацию среды. 
Эта формула приведена в NIST [5]. Для нереля-
тивистских электронов потери энергии на еди-
ницу пути можно подсчитать по формуле, 
предложенной Вавиловым: 

           

24

2

2 ln
2 2
e

e

m vdE e enZ
ds m v I

⎛ ⎞π
− = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
.        (18) 

Точные таблицы среднего ионизационного 
потенциала I, полученные из эксперименталь-
ных измерений, можно найти в архиве NIST [5]. 
Тормозная способность кремния, вычисленная 
по программе ESTAR [7], приводится в табл. 3. 

Таблица 3 
Зависимость тормозной способности от энергии  

по данным NIST 
 

Кинетическая 
энергия (МэВ) 

Тормозная 
способность 

Кинетическая 
энергия (МэВ) 

Тормозная 
способность 

1.000E-02 1.689E+01 4.500E-02 5.576E+00 
1.250E-02 1.432E+01 5.000E-02 5.175E+00 

1.500E-02 1.251E+01 5.500E-02 4.842E+00 
1.750E-02 1.115E+01 6.000E-02 4.559E+00 

2.000E-02 1.010E+01 7.000E-02 4.107E+00 
2.500E-02 8.556E+00 8.000E-02 3.761E+00 

3.000E-02 7.480E+00 9.000E-02 3.487E+00 
3.500E-02 6.682E+00 1.000E-01 3.265E+00 

4.000E-02 6.067E+00   
 
Данные, взятые из этой таблицы, приведены 

на рис. 5 для сравнения с значениями, которые 
вычислены по формуле Гризинского. Расчеты по 
программе ESTAR в NIST проводятся только для 
энергий выше 10 кэВ. В этой области результаты 
расчетов хорошо согласуются с результатами на-
ших вычислений по теории Гринзинского. 
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Таким образом, при энергиях больше 100 эВ 
расчеты тормозной способности по теории Гри-
зинского хорошо согласуются с расчетами по 
оптическим данным. Учет сдвига уровней энер-
гии атомов в твердом теле приводит к лучшему 
согласию дифференциальных сечений, вычис-
ленных по теории Гризинского с вычисленны-
ми по оптическим данным. 
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Исследовано временное поведение токов в сегнетокерамике, возникающих при последовательном нало-
жении постоянного электрического поля и механической нагрузки. Обнаружено, что при наложении меха-
нической нагрузки пик и экспоненциальный спад тока поляризации сопровождается скачками случайного 
характера. Анализ экспериментальных данных проведен в рамках модели движения 180° и не 180°-домен-
ных стенок с учетом внутренних механических напряжений в образце. На основе анализа сделана оценка 
вкладов 180° и не 180°-доменных стенок в ток поляризации, а также средней величины амплитуды внутрен-
них механических напряжений.  

Ключевые слова: моделирование, ток поляризации, доменные стенки, механическая нагрузка, микрораз-
рушения. 

 

Investigated the current behavior as a function of time in ferroelectric arising from the sequential application of 
a dc electric field and mechanical stress. It is found that upon application of mechanical stress peak and exponential 
decline by polarization current is accompanied by jumps of the random nature. Analysis of experimental data con-
ducted by the simulation of the movement of 180° and 180°-domain walls in the light of internal mechanical stresses 
in sample. Based on analysis of assessment of contributions made by 180° and 180°-domain walls in the current po-
larization, as well as the average amplitude of these internal mechanical  stresses. 

Keywords: modeling, polarization current, domain walls, mechanical stress, micro destruction. 
 

Введение 
 

В радиоэлектронике, технике связи, прибо-
ростроении широко используются топологиче-
ски неупорядоченные материалы, такие как 
сегнетокерамика, халькогенидные стеклообраз-
ные полупроводники, стекла с наноразмерной 

топологической неупорядоченностью, керами-
ческие материалы с микроразмерной топологи-
ческой неупорядоченностью [1]. В настоящее 
время сегнетоэлектрики привлекают все боль-
шее внимание и активно захватывают ведущие 
позиции в твердотельном приборостроении, из- 
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мерительной и радиотехнике. Прогнозирование 
процессов переключения поляризации в сегне-
токерамике является важной задачей при кон-
струировании и создании новой техники. 

Известно большое количество направлений 
по теоретическим и экспериментальным иссле-
дованиям процессов переключения поляриза-
ции и динамики доменов в сегнетоэлектриках. 
В работе [2] экспериментально обнаружен и с 
помощью компьютерного моделирования ис-
следован новый механизм быстрой кинетики 
доменов за счет роста ступеней, образовавших-
ся при слиянии доменов. В [3] предложена 
имитационная модель, отражающая динамику 
переполяризации сегнетоэлектрического кри-
сталла в рамках двумерного геометрического 
представления. В [4] рассматривается модель 
упругой и релаксационной поляризации сегне-
тоэлектриков с распределением доменных гра-
ниц по временам релаксации и собственным 
частотам. Временные характеристики переполя-
ризации обычно связывают с диэлектрической 
релаксацией неравновесного экранирующего 

объемного заряда, с 1 50 ~ 10 10 cg
−εε

τ = −
σ

 [5]. 

Вид тока поляризации сегнетокерамики 
может быть обусловлен особенностью динами-
ки доменной структуры [6]. В силу значитель-
ного симметричного отличия воздействия ме-
ханических и электрических нагрузок на сегне-
тоэлектрические образцы их совместное воз-
действие существенно изменяет поведение 
доменной структуры сегнетокерамики в отличие 
от случая действия одного (электрического или 
механического) нагружающего фактора [7, 8]. 

 
Методика эксперимента и образцы 

 

Для измерения тока поляризации в изогну-
том образце сегнетокерамики использовалась 
модернизированная схема Мерца [9]. Измерения 
проводились на нагруженных методом осесим-
метричного изгиба [7] поляризованных дисках 
сегнетокерамики на основе титаната и циркона-
та свинца (добротностью Q = 260; коэффициен-
том электромеханической связи k = 0,45; танген-
сом угла диэлектрических потерь tgδ = 0,56 (%); 
частотой резонанса fp = 121,1 кГц и антирезо-
нансной частота fа = 136,1 кГц). Верхний во-
жженный серебряный электрод был по диаметру 
нагружающего пуансона 6 мм, нижний – 20 мм; 
толщина диска h = 1 мм. При переключении 
поляризации сегнетокерамики, через резистор 
течет переходный ток, соответствующий заряд-

ке статической емкости и изменению плотно-
сти зарядов на обкладке конденсатора, связан-
ных с изменением поляризации. 

 
Результаты опытов и их обсуждение 

 

На рис. 1 приведен график тока переполя-
ризации для образца, полученный при следую-
щих условиях: в начальный момент времени 
включено постоянное электрическое поле на-
пряженностью Е = 2 МВ/м; наблюдается пик 
силы тока в момент времени t1 = 1 с, который в 
дальнейшем спадает по экспоненциально по-
добному закону. В момент времени t2 = 7 с при-
кладывается механическая нагрузка σ = 15 МПа; 
при этом постоянное электрическое поле оста-
ется включенным. В результате, наблюдается 
пик тока поляризации в момент времени t3 = 17 с, 
который со временем спадает по экспоненци-
ально подобному закону. Обнаружено, что при 
наложении механической нагрузки пик и экс-
поненциальный спад тока поляризации сопро-
вождается скачками случайного характера.  
В момент времени t4 = 77 с механическая и 
электрическая нагрузки снимаются, и значение 
силы тока падает. 

Анализ экспериментальных данных прове-
ден в рамках модели движения 180° и не 180°-
доменных стенок с учетом внутренних механи-
ческих напряжений [10, 11, 12]. Время релакса-
ции может зависеть от доменной структуры и 
ее взаимодействия с точечными дефектами, по-
этому релаксация характеризуется соответст-
вующим рядом времен τ1 для 180°-доменов и τ2 
для не 180°-доменов. Необходимо учитывать, 
что движение не 180°-доменов может вызывать 
как электрическое поле Е, так и внешние меха-
нические напряжения σ и внутренние механи-
ческие напряжения σв, а движение 180°-доме-
нов только электрическое поле Е. 
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Рис. 1. Диаграмма нормированных значений тока поляри-
зации для образцов при E = 2 МВ/м и механической на-
грузке σ = 15МПа. После разгрузки обнаружена трещина 
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С учетом этого и рассматривая случай, ко-
гда движение одних доменных границ не влия-
ет на движение других доменных границ, т. е. 
вдали от насыщения поляризации, ток поляри-
зации (плотность тока, умноженная на площадь 
сечения образца) сегнетокерамики можно опи-
сать системой уравнений: 

1 1 1 1p p Eτ + = α                                     (1) 
( )2 2 2 2 вp p Eτ + = α +β σ + σ                (2) 

1 2 ,i p p= +                                            (3) 
где 1p  – поляризация, обусловленная наличием 
180°-доменов, и 2p  – поляризация, обусловлен-
ная наличием не 180°-доменов; коэффициенты 

1α , 2α  и β  определяются геометрией взаимного 
расположения векторов напряженностей элек-
трического поля Е, компонентов тензора механи-
ческих напряжений σ  и направлений векторов 
спонтанной поляризации SP  в 180°-доменах и не 
180°-доменах; i – ток поляризации, обусловлен-
ный движением 180° и не 180°-доменных границ.  
В модели используются усредненные по всем 
кристаллитам величины. Компоненты вектора Е 
и тензора напряжений определяются приклады-
ваемым воздействием к образцу. 

Проведены компьютерные расчеты зависи-
мости тока поляризации от времени, согласно 
модели по уравнениям (1–3) и получена теоре-
тическая зависимость (рис. 2). Форма зависи-
мости тока поляризации от времени воспроиз-
водит основные особенности эксперименталь-
ных данных, наблюдаемых при последователь-
ном приложении постоянной электрической и 
механической нагрузки (рис. 1). 

Моделирование поляризационных процес-
сов проведено с учетом выбора параметров, от-
вечающих условиям экспериментального на-
блюдения.  
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Рис. 2. Смоделированный вид нормированных значений 
тока поляризации, обусловленного движением 180°- и не 
180°-доменных границ при приложении электрической и 

механической нагрузки 
 
Модель позволяет произвести разделение 

вкладов 180°-доменных стенок 1p  и вкладов не 
180°-доменных стенок 2p  в ток поляризации 
(3). На рис. 3, а приведен результат моделиро-
вания вклада 1p  в поляризационный ток. На 
рис. 3, б приведен результат моделирования 
вклада 2p  в поляризационный ток. Их сумми-
рование дает смоделированный вид поляриза-
ционного тока, представленный на рис. 2. Сле-
довательно, можно сделать вывод, что вклад  
в первый пик (t1) (рис. 3, а) дают только  
180°-доменные стенки (1), а вклад во второй пик 
(t3) (рис. 3, б) – преимущественно не 180°-домен-
ные стенки. Рассчитанная средняя величина 
амплитуды внутренних механических напря-
жений вσ = 2,6 МПа. 

При постоянной напряженности внешнего 
электрического поля в момент времени t1 начи-
нается релаксационное движение 180°-домен-
ных границ согласно уравнению (1) с характер-
ным временем релаксации τ1 под действием 
вынуждающей электрической силы, опреде-
ляемой членом α1Е (рис. 3, а) и движение не 
180°-доменных границ согласно уравнению (2) 
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Рис. 3. Временная зависимость вкладов в токи поляризации: 
а – 180°-доменных стенок 1p ; б – не 180°-доменных стенок 2p  
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с характерным временем релаксации 2τ  под 
действием вынуждающей электрической силы, 
определяемой членом 2Eα  и с учетом влияния 
внутренних механических напряжений вσ .  

Со временем скорость доменных границ па-
дает, вклад в поляризационный ток также 
уменьшается, что и наблюдается в эксперимен-
те (рис. 1). 

В момент времени t2 (рис. 1, 2), когда воз-
действие электрического поля продолжается, 
прикладывают механическую нагрузку σ. Воз-
никают дополнительные заряды на электродах 
за счет пьезоэффекта и, как следствие, новый 
скачок силы тока. Замедленное увеличение 
значения тока поляризации на участке от t2 до t3 
можно объяснить вкладом в пьезоэффект  
процесса перестройки доменной структуры.  
И дальнейшее замедление скорости движения 
доменной стенки вызывается уменьшением ло-
кального поля на стенке под действием оста-
точного деполяризующего поля, создаваемого 
связанными зарядами в области за движущейся 
стенкой [2]. По достижении максимального 
значения тока поляризации в момент времени t3 
начинается релаксационное движение домен-
ных границ при одновременном действии элек-
трического поля и механического напряжения 
(что отражается на рис. 1, 2 замедлением ско-
рости релаксации тока). Вследствие пьезоэлек-
трического эффекта возросло электрическое 
поле; кроме того, за счет обратного пьезоэф-
фекта и из-за поликристалличности образца 
выросли внутренние механические напряжения 

вσ , величина которых складывается из суммы 
локальных, вызванных внешней нагрузкой, и 
внутренних механических напряжений. Такое 
воздействие может привести к микроразруше-
ниям в образце. Развитию подобных эффектов 
способствуют также процессы переориентации 
сегнетоэлектрических доменов – механических 
двойников. Видимо происходят необратимые 
90°-доменные переориентации, которые можно 
рассматривать как пластическое деформирова-
ние путем двойникования [13]. 

Скачкообразная перестройка доменной 
структуры под действием электрического поля 
и механических напряжений приводит к значи-
тельной немонотонности тока переключения и 
возрастанию шумовой компоненты (шумам 
Баркгаузена) [2]. Так как движение доменных 
стенок при большой механической нагрузке 
может приводить к увеличению структурных 

перенапряжений и появлению микротрещин, то 
образование новых поверхностей в результате 
разрушений на микроструктурном уровне при-
водит к появлению локальных градиентов по-
ляризации [14] (рис. 1, 2).  

Таким образом, под действием электриче-
ского поля и механической нагрузки основ- 
ной вклад в поляризационный ток дают не 
180°-доменные границы. Так как 2 1τ > τ  и ско-
рость изменения поляризации в период времен 
от t3 до t4 меньше, чем при воздействии только 
одного электрического поля в период времени 
от t1 до t2 (рис. 1, 2), то уменьшение поляриза-
ционного тока происходит медленнее в период 
времен от t3 до t4, чем при воздействии только 
одного электрического поля в период времени 
от t1 до t2. 

Итак, наблюдается замедленная переполя-
ризация на временном интервале от t3 до t4 при 
одновременном воздействии постоянного элек-
трического поля и механической нагрузки по 
сравнению с быстрым спадом значения тока 
поляризации на участке от t1 до t2 при воздей-
ствии только одного постоянного электриче-
ского поля.  

В момент времени t4 образец накоротко за-
мыкается. Электрическое поле быстро умень-
шается, в результате ток поляризации падает. 

 
Заключение 

 

Модель движения доменных границ позво-
ляет с единой точки зрения описать экспери-
ментальные закономерности поведения поляри-
зационных токов при электромеханическом 
воздействии и дает возможность провести ана-
лиз вкладов 180°- и не 180°-доменных стенок  
в токи поляризации сегнетокерамики. Выявлен-
ная особенность поведения зависимости тока 
поляризации от времени при одновременно 
приложении электрической и механической на-
грузки в виде скачков случайного характера 
обусловлена перестройкой доменной структу-
ры образца. Наблюдаемая замедленная перепо-
ляризация при одновременном воздействии по-
стоянного электрического поля и механической 
нагрузки по сравнению с быстрым спадом зна-
чения тока поляризации при воздействии толь-
ко одного постоянного электрического поля 
может быть объяснена конкурирующим влия-
нием механического напряжения и электриче-
ского поля на динамику доменных стенок. Опи-
сан механизм усиления шумовой компоненты 
тока переполяризации. 
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Найдена постоянная составляющая тока, возникающего в графене, помещенном в постоянное магнитное 
поле в случае, когда на поверхность образца нормально падают две электромагнитные волны с параллельными 
плоскостями поляризации, в направлении, перпендикулярном векторам напряженности падающих волн.  

Ключевые слова: графен, двуслойный графен, отношение частот, влияние магнитного поля, взаимное 
выпрямление, переменные токи. 

 

We find a direct current component arising in graphene placed in a constant magnetic field in conditions, when 
two electromagnetic waves with coinciding polarization planes are incident normally to the surface of the sample, in 
direction transverse to vectors of electric field strength of waves. 

Keywords: graphene, bias bilayer graphene, frequencies ratio, influence of magnetic field, mutual rectification, 
alternating currents. 

 
 1     Графен – новый перспективный материал 
наноэлектроники. Впервые он был получен в 
2004 году [1]. Данное открытие вызвало боль-
шой интерес к свойствам  материала, которые 
                                                           

1 Работа поддержана Государственным научным гран-
том Волгоградской области. 

изучаются экспериментально и теоретически. 
Одной из важных особенностей графена явля-
ется неаддитивность энергетического спектра 
[2], которая приводит к взаимной зависимости 
движения носителей заряда вдоль перпендику-
лярных друг другу направлений.  
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Из исследований стало ясно, что в спектре 
графена отсутствует энергетическая щель меж-
ду валентной зоной и зоной проводимости, по-
этому графен является полуметаллом. Одним 
из первых был получен графен на подложке 

2SiO  [5]. В отдельных случаях в спектре гра-
фена появляется запрещенная зона. В [6] сооб-
щается о получении монослойного графена на 
подложке SiC , в спектре которого имеется 
энергетическая щель. Запрещенная зона возни-
кает и в спектре двуслойного графена [7], по-
мещенного в поперечное постоянное электри-
ческое поле.  

В работе [3] рассмотрен эффект возникно-
вения постоянного тока под влиянием двух пе-
ременных электрических полей со взаимно 
перпендикулярными векторами напряженности 
в присутствии магнитного поля. Показано, что 
постоянный ток возникает только в случае, ко-
гда отношение частот падающих волн равно 
двум и одной второй. Получены зависимости 
величины постоянного тока от сдвига фаз между 
падающими волнами, а также от температуры. 

В настоящей работе рассмотрен случай, ко-
гда векторы напряженности электрических по-
лей сонаправлены; падающие на образец волны 
поляризованы в одной плоскости, а постоянное 
магнитное поле перпендикулярно поверхности 
образца. 

 

Постановка задачи 
 

Рассмотрим задачу о взаимном выпрямле-
нии переменных токов в графене, когда маг-
нитное поле падает перпендикулярно поверх-
носи образца, а векторы напряженности на-
правлены параллельно друг другу. Покажем, 
что при определенном соотношении между 
частотами этих волн возможно возникновение 
постоянной составляющей тока в образце. Гео-
метрия задачи представлена на рис. 1.  
 

 
 

Рис. 1. Геометрия задачи 
 

Здесь ( )1 10 1cos ;E E t= ω  ( )2 20 2cosE E t= ω +ϕ  – 
напряженности электрических полей падающих 
волн; H  – напряженность постоянного маг-
нитного поля; к1 и к2 – волновые векторы. 

Будем рассматривать двуслойный графен, 
энергетический спектр носителей которого оп-
ределяется выражением [2, 4] 

( ) ( )
2 4

2 2 2 2 2 2 2v v 4 .
2 4f f

t t t⊥ ⊥
⊥ε = +Δ + − + + Δp p p  

   (1) 
Здесь ( ),x yp p=p  – вектор квазиимпульса; 

8v 10 /f cm s≈  – скорость на поверхности Фер-
ми; Δ  – полуширина запрещенной зоны; 

0.35t⊥ ≈ eV  – интеграл перекрытия между 
слоями графена. 

Спектр (1) достаточно сложный для прове-
дения аналитических выкладок. Однако в слу-
чае, когда актуальные значения квазиимпульса 
p  малы, можно с достаточной точностью [2] 
ограничиться следующим выражением, яв-
ляющимся разложением (1) в ряд Тейлора: 

            ( ) 2 42 211 2 .
2

V V⎛ ⎞ε ≈ Δ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

q q q           (2) 

Здесь введены обозначения: /V t⊥= Δ ; 
v /f= Δq p ; 8v 10 /f cm s≈  – скорость на по-

верхности Ферми; Δ  – полуширина запрещен-
ной зоны; 0.35t⊥ ≈  eV  – интеграл перекрытия 
между слоями графена; p  – квазиимпульс 
электрона. Малость значений импульса означа-
ет выполнение условий 1/V<<q  и 1V << . 

 
Вычисление плотности тока 

 

Плотность тока вдоль оси Y  определяется 
стандартным образом: 
                         v ( ) ( , ),y yj e f t= ∑

q
q q ,              (3) 

где                  2v 2v ;y f y
y

q V u
q p
∂ε ∂

= =
∂ ∂

   

                 ( ) ( ){ }2 22 ; 2 .x yq q= − −u q q          (4) 

Неравновесная функция распределения 
( , )f tq  является решением кинетического урав-

нения Больцмана, столкновительный член ко-
торого выберем в приближении постоянной 
частоты столкновений v. Уравнение Больцмана 
имеет вид: 

( ) [ ]( ) ( ), ,
,

f f∂ θ ∂ θ
+ + =

∂θ ∂
q q

F u R
q

 

( ) 0, ( )f f= −γ ⎡ θ − ⎤⎣ ⎦q q ,   (5) 
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где ( )0f q  – равновесная функция распределения; 

( ) ( )2
1 cos , cos ,0FF b

b
⎧ ⎫= θ θ+ϕ⎨ ⎬
⎩ ⎭

F ; 1 01 1/fF eE v= ωΔ ; 

2 02 2/fF eE v= ω Δ ; 2 2
22 /fR eHv ct⊥= Δ ω ; 1tθ = ω ; 

1 2/b = ω ω ; 1/γ = ν ω .  
Решение уравнения (4) находится методом 

характеристик и имеет вид: 

1 1 0 1 1( , ) exp( ( )) ( ( ; , ))f d f q
θ

−∞

θ = γ θ −γ θ − θ θ θ∫q q ,  (6) 

где компоненты 1 1( ; , )q θ θq  представляют собой 
решения классических уравнений движения: 

( )1 2 1
1 1

1

cos cosxdq FF
d b b

θ⎛ ⎞= θ + + ϕ +⎜ ⎟θ ⎝ ⎠
 

( )2
1 2yRq q+ − + ;   (7) 

                         ( )21
1

1

2y
x

dq
Rq q

d
= − − +

θ
,             (8) 

с начальным условием 
                                1θ = θ ;    1q q= .                  (9) 

Полагая 1 2,F F R>> , решаем уравнения 
движения итерациями по R . 

В нулевом приближении по R  уравнения 
движения принимают вид: 

           ( )1 2 1
1 1

1

cos cosxdq FF
d b b

θ⎛ ⎞= θ + + ϕ⎜ ⎟θ ⎝ ⎠
;       (10) 

                                1

1

0ydq
d

=
θ

.                            (11) 

Решением уравнений (10), (11) являются сле-
дующие функции: 

( ) ( )2
1 1 1 1 2 1, ,x x

Fq q F g g
b

= + θ θ + θ θ ; 

( ) ( ) ( )1 1 1, sin sing θ θ = θ − θ ; 

         ( ) 1
2 1, sin sing

b b
θ θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞θ θ = + ϕ − + ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
;     (12) 

                                  1y yq q= .                           (13) 
Подставляем (12), (13) в правые части (7), (8) и 
находим 1xq , 1yq  в первом приближении по R . 
Начальные условия накладываем в форме (9). 
Получаем:   

 

( )( ) 12 2 22
1 1 1 2 1 1 12x x y x y y

Fq q F g g Rq q q R F q g d
b

θ

θ

⎛
= + + + − + + + θ +⎜⎜

⎝
∫   

( )
1 1 1 12

2 2 22 2 2
2 1 1 1 1 2 1 1 1 2 12 2 2y y x y y x y

F F Fq g d F q q q g d q g d F q q g g d
b b b

θ θ θ θ

θ θ θ θ

⎞⎛ ⎞+ θ + + θ + θ + θ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫    (14) 

 

( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1 1

1 1

2 2 22
1 1 1 2 1 1 1

2
2 22 2
2 1 1 1 1 2 1

2
2 3 3 22 2

1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1

2 3 2

2 2 2

2 2 1 2

y y x x y x y

x y y x x y x

x y x x

Fq q R q F g g q q R F q q g d
b

F Fq q g d F q q q g d q q g d
b b

F FF q q q g g d F g d F q g g d
b b

θ

θ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

⎛⎛ ⎞= − + + − + + − + θ +⎜⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞+ + θ + + θ + θ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ + + θ + θ + + θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫
1

+∫

 

( )
1 13

2 2 32 2
1 1 2 1 2 12 1 .x

F FF q g g d g d
b b

θ θ

θ θ

⎞⎛ ⎞+ + θ + θ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎠
∫ ∫                                       (15) 

 
Выбираем ( )0f p  в виде функции распреде-

ления Больцмана, в первом неисчезающем при-
ближении по напряженностям электрических 
полей 1F , 2F  и магнитного поля R . Подставля-
ем найденные выражения для компонент им-
пульса в выражение для плотности тока (2). 

Получаем следующее выражение для попереч-
ной поверхностной плотности тока: 

( ) 2
0 11 12 1 2 ,2cos siny bj j G G F F R= ϕ + ϕ δ +  

( ) 2
0 21 22 1 2 ,1/ 2cos 2 sin 2 bj G G F F R+ ϕ+ ϕ δ .  (16) 

В (16) введены обозначения: 
  

( ) ( )( )( )37 / 2 2 / ' 1/ 2 3
0 2 2 / ' 1 2 / 'V T

fj ev n V e T erf V T−= γ + ,   ' /T T t⊥= ; 
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( )
( )

( )

4 2
2 2 2 2 3

11 22
0

4 3 6 3 3
2 2 4

3 6 8 6 10 3 4 3 3 6 3

2 2

1 exp 2 2
28 4

8 2 82 3 192 96 12

48 24 3 8 12 724 11 19

V q VG q V q q V
Tv v T

q V q V Vq v v
T T T

V V q V q V q V V q V
T T T T T T T

∞ ⎡ ⎤⎛ ⎞
= − − − + ×⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠+ ⎣ ⎦

⎛⎛ ⎞⎛ ⎞
× − + + − + + + +⎜⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝
⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ − + − + + − + − + +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫

 

( )
3 6

2 3
2

62 242 3 4V Vq v v dq
T T

⎞⎞⎛ ⎞
+ − + − + ⎟⎟⎜ ⎟⎟ ⎟⎝ ⎠⎠ ⎠

;                                          (17) 

 
 
 
 

( )
( )

4 2
2 2 3 2 3

12 22
0

3 6 8 6 10 3 4 3 3 6 3

2 2

1 exp 2 2
22 4

48 24 3 8 12 724 11 19

V q VG q V vq q V
Tv v T

V V q V q V q V V q V
T T T T T T T

∞ ⎡ ⎤⎛ ⎞
= − − + ×⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠+ ⎣ ⎦

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
× − + − + + − + − + +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫
 

3 6
2

2

62 242 3 V Vq dq
T T

⎞⎛ ⎞
+ − + ⎟⎜ ⎟⎟⎝ ⎠⎠

;                                                  (18) 

 
 
 
 

( )
( )

( )

4 2
2 2 3 2 3

21 22
0

4 3 6 3 3
2 2 4

3 6 8 6 10 3 4 3 3 6 3

2 2

1 exp 2 2
24 4

8 2 82 3 12 24 12

48 24 3 8 12 724 7 11

V q VG q V q q V
Tv v T

q V q V Vq v v
T T T

V V q V q V q V V q V
T T T T T T T

∞ ⎡ ⎤⎛ ⎞
= − − − + ×⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠+ ⎣ ⎦

⎛⎛ ⎞⎛ ⎞
× − + + − + + + +⎜⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝
⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ − − + − + − + + − +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫

 

( )
3 6

2 3
2

92 486 V Vq v v dq
T T

⎞⎞⎛ ⎞
+ + − + ⎟⎟⎜ ⎟⎟ ⎟⎝ ⎠⎠ ⎠

;                                              (19) 

 
 
 
 

( )
( )

4 2
2 2 3 2 3

22 22
0

3 6 8 6 10 3 4 3 3 6 3

2 2

1 exp 2 2
22 1

48 24 3 8 12 724 7 11

V q VG q V vq q V
Tv T

V V q V q V q V V q V
T T T T T T T

∞ ⎡ ⎤⎛ ⎞
= − − − + ×⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠+ ⎣ ⎦

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
× + − + + − + − + +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫
 

3 6
2

2

92 486 V Vq dq
T T

⎞⎛ ⎞
+ − − + ⎟⎜ ⎟⎟⎝ ⎠⎠

;                                                    (20) 
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Графики зависимости ijG  от безразмерной 
частоты столкновений γ  при 0.25V =  приве-
дены на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость ijG  от безразмерной частоты  
столкновений γ  

 
Обсуждение результатов 

 

Постоянная составляющая электрического 
тока в направлении, перпендикулярном плос-
костям поляризации падающих волн, возникает 
в графене только в присутствии магнитного по-
ля при отношении частот, равном двум. При 

1 2, ~ 0.1 ед. СГСE E , 2~ 10 ЭH , 12 1
1 2, ~ 10 c−ω ω , 

11 1~ 10 cv − , 50 KT = , 0.25V =  плотность тока 
7~ 10 A/cмyj
− , что соответствует пространст-

венной плотности тока 310xsj ≈  2А/м . Такие 
плотности тока достижимы в двуслойном гра-
фене при температурах порядка 30 К [8]. 

Отметим, что возникновение постоянной 
составляющей тока при воздействии на матери-
ал только переменных электрических полей  
(в частности, в случае отношения частот, рав-
ном двум), изучалось во многих работах. Одна 
из первых работ [9] посвящена эффекту взаим-
ного выпрямления двух электромагнитных 
волн в сверхрешетке, когда плоскости поляри-
зации совпадают с направлением оси сверхре-
шетки. При этом ток возникал вдоль оси сверх-
решетки за счет непараболичности энергетиче-
ского спектра этой структуры. Ранее эффект 
продольного выпрямления токов изучался в 
объемных полупроводниках (см., например, 
ссылки в [9]). В настоящей работе изучен эф-
фект возникновения тока в поперечном направ- 

лении под влиянием магнитного поля. Благода-
ря присутствию в выражении энергетического 
спектра слагаемого, пропорционального чет-
вертой степени квазиимпульса, постоянный ток 
возникает и вдоль направления поляризации 
падающих волн. В присутствии магнитного по-
ля возникает ток и в поперечном направлении. 
Причиной возникновения этого тока является 
эффект Холла. Похожая ситуация рассмотрена 
в [10], где изучен эффект Холла в режиме эл-
липтически поляризованной волны в графене. 
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Изучены электронно-энергетические и оптические спектры GaN-структур: а) объемных; б) изолирован-
ных нанослоев; в) нанослоев на подложке карбида кремния. Для расчета применена процедура на основе 
теории функционала плотности, обобщенная на случай периодических систем. Проведен сравнительный 
анализ результатов. Отмечена корреляция между плотностями одноэлектронных состояний изученных сис-
тем и их спектрами поглощения. 

Ключевые слова: энергетический спектр электронов; вычислительные схемы на основе теории функцио-
нала плотности для систем с трансляционной симметрией; гексагональный нитрид галлия; кристаллические 
нанослои; спектр поглощения. 

 

Electronic-energy and optical spectra of GaN-structures a) bulked; b) separated nanolayers; c) nanolayers on 
silicon carbide substrate, were studied. The computing scheme on the basis of the density functional theory, general-
ized on periodic systems, were applied for calculation. Comparative analysis of results was carried out. Correlation 
between one-electronic states density of investigated systems and their absorption spectra was noted. 

Keywords: energy spectrum of electrons; calculation schemes on basis of density functional theory for the sys-
tems with translation symmetry; hexagonal gallium nitride; crystalline nanolayers; absorption spectrum. 

 
Нитрид галлия находит применение в опто-

электронике в связи с тем, что материалы на его 
основе активны в коротковолновой области ви-
димого спектра и в УФ-диапазоне. Основное 
преимущество данного широкощелевого полу-
проводника над другими материалами – химиче-
ская и радиационная стойкость, а также высокая 
теплопроводность. Особый интерес представля-
ют наноструктурированные по одному из кри-
сталлографических направлений образцы нитри-
да галлия. В этом случае имеют место эффекты 
квантования энергии двумерного электронного 
газа, а также влияния поверхностей и границ раз-
дела на электронно-энергетические и оптические 
свойства полупроводника. 

В данной работе нами исследован элек-
тронно-энергетический спектр как объемной 
структуры нитрида галлия, так и слоев GaN 
толщиной от 1 до 10 нм как изолированных, так 
и на подложке SiC. Слои образованы разрывом 
связей Ga-N в 001-направлении кристалла нит-
рида галлия с образованием двух поверхностей, 
на одну из которых выступают атомы галлия, а 
на другую – атомы азоты. 

Для расчета применена процедура на основе 
теории функционала плотности [1], обобщенная 
на случай трехмерных и двумерных (вдоль по-
верхности слоя) периодических структур (про- 

граммный пакет SIESTA [2, 3]) с обменно-кор-
реляционным потенциалом Пердью, Бурке, Эрн-
зерхофа [4] в базисе двухэкспонентных (валент-
но-расщепленных) псевдоорбиталей с включе-
нием поляризационных функций, главное кван-
товое число которых такое же, как для орбита-
лей валентной оболочки. Влияние остовных 
электронов учитывалось введением псевдопо-
тенциала Труллье – Мартинсона – Клейнмана – 
Биландера [5, 6]. Циклические граничные усло-
вия накладывались на расширенную в трех или  
в двух (вдоль поверхности) измерениях ячейку, 
содержащую N=9x9x9 или N =(9x9)m элемен-
тарных ячеек состава Ga2N2 соответственно (ин-
декс m нумерует количество слоев; рассмотрены 
поверхностные структуры с m=2, 5, 10, 20) (рис. 1, 
а, б). Это соответствует тому, что в суммирова-
ние по занятым состояниям электронов (напри-
мер, при расчете электронной плотности ρ( )r ) 
включены N  или N  равномерно распределен- 
ных точек k гексагональной зоны Бриллюэна 
(трехмерной или двумерной соответственно) 
(рис. 1, в, г). Численное интегрирование по про-
странственным переменным проводилось с уча-
стием точек узлов сетки, которая соответствова-
ла пренебрежению в разложении волновых 
функций электронов по плоским волнам таких 
волн, энергия которых превышает 150 Ry. 
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Рис. 1: 

а – элемент объемной структуры GaN; б – элемент поверхностной структуры GaN на подложке SiC;  
в – трехмерная зона Бриллюэна; г – двумерная зона Бриллюэна 

 
Межатомное расстояние R(Ga-N)  для внут-

риобъемной структуры принималось равным 
его экспериментальному значению 1,94 Å. Что 
касается поверхностных длин связей, то они 
получены путем оптимизации ( повR (Ga-N) = 
=2,00 Å). Подложка из карбида кремния моде-
лировалась четырьмя двухатомными слоями  
Si-C с замыканием концевых (выходящих на 
поверхность) атомов углерода псевдоатомами 
водорода H . 
 

 
 

Рис. 2. Общая схема энергетического спектра 
 
В результате расчета для всех изученных 

структур получены зависимости ε( )k  энергий 
электронов от квазиволнового вектора k и 
плотности состояний η(ε) . На их основе рас-
считаны оптические спектры (зависимости 
мнимой части диэлектрической проницаемости 

2ε  и коэффициента поглощения ωk  от энергии 

фотона) [2, 3]. Типичные графики таких зависи-
мостей приведены на рис. 3. Общая схема энер-
гетического спектра представлена на рис. 2. 

Анализ полученных результатов позволяет 
сделать следующие выводы. 

1. Объемная структура GaN. Заполненные 
состояния занимают две энергетические подзо-
ны, разделенные щелью spΔε 5,5  эВ. В ниж- 
нюю и верхнюю занятые валентными электро-
нами подзоны преимущественный вклад вносят 
2s- и 2p-орбитали атомов азота соответственно. 
Внутри 2p(N)-подзоны имеются две области с 
повышенной плотностью состояний в области 
энергий pε 11,4′ −  эВ и pε 6,8′′ −  эВ, а внутри 
2s(N)-подзоны максимальная плотность состоя-
ний отвечает ее верхней границе ( sε 18,0′′ −  эВ). 
Зона вакантных состояний, преимущественный 
вклад в которую вносят орбитали атомов гал-
лия, отделена от верхней границы 2p(N)-под-
зоны энергетической щелью gΔε 2,2  эВ.  
В этой зоне области с повышенными значения-
ми плотностей состояний отсутствуют. Уро-
вень химического потенциала μ, находящийся в 
области запрещенных энергий, отстоит от верх-
ней границы 2p(N)-подзоны  на gε /3Δ . В [7] рас- 
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Рис. 3. Дисперсионные кривые ε( )k , полные и парциальные плотности состояний η(ε) , оптические  
спектры ( 2ε  – мнимая часть диэлектрической проницаемости; ωk  – коэффициент поглощения) 

 
считана электронно-энергетическая структура 
гексагонального GaN методом локального ко-
герентного потенциала с использованием кла-

стерной версии muffin-tin приближения в рам-
ках теории многократного рассеяния. Для ши-
рины верхней валентной 2p(N)-подзоны было 
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получено значение 7,1 эВ, близкое к данным 
наших расчетов (7,05 эВ). Структура энергети-
ческой 2p(N)-полосы также хорошо совпадает 
(имеются два максимума η(ε)  с таким же от-
ношением их амплитуд). В работе [8] приво-
дятся кривые экспериментальной, расчетно-
экспериментальной и расчетной зависимости 
мнимой части диэлектрической проницаемости 

2ε  от энергии фотона hν  для объемного нит-
рида галлия. Соответствующая кривая 2ε (hν) , 
полученная нами, удовлетворительно согласу-
ется с этими данными. 

2. При переходе от объемной фазы к дву-
мерным изолированным структурам (кристал-
лическим слоям с двусторонней поверхностью) 
GaN в энергетическом спектре появляются со-
стояния, преимущественный вклад в которые 
вносят атомы, выходящие на поверхность. Воз-
никновение поверхностных состояний внутри 
2s(N)-подзоны приводит к следующему. При 
уменьшении толщины слоя GaN ширина под-
зоны возрастает на величину от 1,2 эВ (m=20) 
до 3 эВ (m=2). При этом максимум плотности 
состояний перемещается от верхней границы 
подзоны (характерно для объемной фазы) к 
центру подзоны. Вблизи верхней границы 2s(N)-
подзоны появляется второй максимум плотно-
сти состояний, образованный поверхностными 
состояниями. Интенсивность этого максимума 
в δ раз меньше интенсивности центрального 
максимума, причем величина δ увеличивается с 
ростом числа слоев от 1,5 (m=2) до 20 (m=20). 
Это приводит к изменению формы кривой η(ε)  
для 2s(N)-подзоны. 

Нижняя граница 2p(N)-подзоны смещается в 
область более низких энергий, причем величи-
на этого смещения убывает с ростом числа сло-
ев от 0,9 эВ (m=2) до 0,7 эВ (m=20). 

В 2p(N)-подзоне вклад в плотность состоя-
ний орбиталей объемных атомов азота увели-
чивается с ростом толщины слоя. Это приводит 
к усилению поглощения электромагнитного из-
лучения во всем диапазоне длин волн. Кроме 
того, в этой подзоне появляются также состоя-
ния, обусловленные орбиталями поверхност-
ных атомов азота. Вклад этих состояний 
уменьшается с увеличением толщины слоя. Это 
приводит к тому, что при переходе к слоям ма-
лой толщины исчезает минимум плотности со-
стояний в центре 2p(N)-подзоны (это обусловли-
вает исчезновение минимума в спектре погло-
щения в области энергий фотонов 10 эВ). 

В запрещенной зоне появляются состояния 
с максимумом вблизи потолка 2p(N)-подзоны, 
преимущественный вклад в которые вносят по-
верхностные атомы азота (и в меньшей степени 
поверхностные атомы галлия). При большей 
толщине слоя (m=20) эти состояния перекры-
вают всю запрещенную зону, что приводит к 
смещению края собственного поглощения в 
длинноволновую область. Отметим также, что с 
уменьшением толщины слоя данный тип по-
верхностных состояний преобладает над по-
верхностными состояниями внутри 2p(N)-
подзоны. Это приводит к усилению поглоще-
ния в длинноволновой области спектра. 

Химический потенциал μ  для многослой-
ных структур совпадает с максимумом плотно-
сти поверхностных состояний в запрещенной 
зоне. С уменьшением толщины слоя уровень 
химического потенциала смещается в область 
более низких энергий в пределах 0,5 эВ 
(m=20)÷1,0 эВ (m=2). 

3. Для GaN-структур на подложке SiC ниж-
няя граница 2s(N)-подзоны перемещается в об-
ласть более низких энергий по сравнению с 
объемной фазой. Это обусловлено появлением 
состояний, преимущественный вклад в которые 
вносят орбитали Si-N-связей на границе разде-
ла «подложка – слой». С уменьшением толщи-
ны слоя нижняя граница 2s(N)-подзоны смеща-
ется в область более высоких энергий вплоть до 
величины 0,5 эВ (при m=2). 

Верхняя граница 2s(N)-подзоны с уменьше-
нием толщины слоя GaN смещается в область 
более высоких энергий в пределах 2,0 эВ 
(m=20) ÷ 2,5 эВ (m=2) за счет появления со-
стояний, преимущественный вклад в которые 
вносят орбитали как поверхностных атомов 
галлия и азота, так и атомов подложки. 

Нижняя граница 2p(N)-подзоны также распо-
лагается ниже по энергии, чем для объемной фа-
зы. Это обусловлено появлением состояний, пре-
имущественный вклад в которые вносят как ор-
битали Si-N-связей на границе раздела «подлож-
ка – слой», так и орбитали атомов подложки.  
С уменьшением толщины слоя нижняя граница 
2s(N)-подзоны смещается в область более высоких 
энергий вплоть до величины 0,4 эВ (при m=2). 

Форма плотности состояний 2p(N)-подзоны 
качественно изменяется так же, как и в случае 
изолированных слоев GaN, за исключением от-
сутствия характерного пика у верхней границы 
2p(N)-подзоны. При этом занятые состояния, 
преимущественный вклад в которые вносят ор-
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битали поверхностных атомов галлия и азота, а 
также орбитали атомов подложки, проникают в 
область энергий, являющуюся зоной проводи-
мости для объемной фазы. Уровень химическо-
го потенциала при этом оказывается выше, чем 
для объемной фазы и изолированных слоев 
GaN, и с изменением толщины слоя от 10 нм до 
1 нм он смещается в область более высоких 
энергий на величину от 0,7 эВ (m=20) до 1,2 
эВ (m=2) относительно химического потенциа-
ла, соответствующего объемной фазе. 
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Расчетная схема на основе теории функционала плотности, обобщенная для случая периодических 
структур, применена для расчета энергетического спектра электронов бинарных и тройных оксидов магния, 
алюминия и бора со структурой шпинели состава x 2-x 4MgB Al O . Проанализирована зависимость электронно-
энергетических характеристик изученных структур от степени смешения x. Показано, что путем изменения 
этого параметра (т. е. состава тройного оксида) можно регулировать ширину запрещенной зоны магний-бор-
алюминиевой шпинели в диапазоне 5,2÷2,9 эВ. 

Ключевые слова: энергетический спектр электронов; магний-бор-алюминиевая шпинель; ширина запре-
щенной зоны; DFT-расчеты кристаллов. 

 

The calculation procedure based on density functional theory with Perdew – Zunger exchange-correlation po-
tential generalized to case of periodic structures was apllied to calculate the energy spectrum of electrons of binary 
and triple oxides of magnesium, aluminium and boron with the spinel structure. The dependence of the electron-
energy characteristics of mixing degree x was analised. It was shown that by changing this parameter the forbidden 
zone of magnesium-boron-aluminium spinel can be adjust in the range 5,2÷2,9 eV. 

Keywords: energy spectrum of electrons; magnesium-bohr-aluminium spinel crystalline; the band gap; DFT-
calculations of crystals. 

 
Бинарные и тройные оксиды непереходных 

элементов, имеющие структуру шпинели, нахо-
дят широкое применение в технике [1, 2]. Отме-
тим, что для их целенаправленного использова-
ния в качестве материалов микро- и наноэлек-
троники требуется знание деталей энергетиче-
ского спектра электронов в этих системах.  

В данной работе рассчитаны и проанализи-
рованы электронно-энергетические характери-

стики магний-алюминиевой шпинели 2 4MgAl O  
и валентно-изоэлектронные структуры, обра-
зующиеся из нее путем замещения атомов 
алюминия атомами бора состава x 2-x 4MgB Al O  
(твердые растворы MgO , 2 3Al O  и 2 3B O  с раз-
ной степенью смешения x оксидов алюминия и 
бора, которая варьировалась в пределах 
0,25 2,0÷ ).  
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Рис. 1: 
а – элементарная ячейка кристалла шпинели состава 8 16 32Mg Al O  (1 – Mg; 2 – Al; 3 – О; 1 2 3, ,t t t  – векторы трансляции; 1 2 3t t t a= = = ); 

б – зона Бриллюэна кубической гранецентрированной решетки 
 
Элементарная ячейка структуры 2 4MgAl O -

шпинели, имеющая состав 8 16 32Mg Al O  (восемь 
формульных единиц), представлена на рис. 1, а. 
Для расчета применена схема на основе теории 
функционала плотности, обобщенная на случай 
систем с трансляционной симметрией [3–5], c 
обменно-корреляционным потенциалом Пер-
дью – Зангера [6]. Влияние остовных электро-
нов учитывалось введением эффективного по-
тенциала лос-аламосского типа [7, 8]. Отметим, 
что применение такого типа подхода к диэлек-
трическим и полупроводниковым системам при-
водит к вполне адекватным результатам [9–17]. 

Циклические граничные условия наклады-
вались на расширенную ячейку, образованную 
из 3 3 3 27N = × × =  элементарных ячеек (трех-
кратное увеличение элементарной ячейки вдоль 
основных векторов трансляции), что соответст-
вует учету 27N =  точек k , равномерно рас-
пределенных по зоне Бриллюэна (рис. 1, б): 

                    
1 2 3

31 2
1 2 3n n n

nn nk b b b
N N N

= + + ,             (1) 

где 1 2 3, ,b b b  – основные векторы трансляции 
обратной решетки, связанные с основными век-
торами трансляции прямой решетки соотноше-
нием 2i j ija b = πδ  ( , 1,2,3;i j =  ijδ  – символ Кро-

неккера); 1 2 3, ,n n n  – целые числа. Численное 
интегрирование по пространственным пере-
менным проводилось с участием точек узлов 
сетки, которое соответствовало пренебрежению 

в разложении волновых функций электронов по 
плоским волнам таких волн, энергия которых 
превышает 400 Ry. 

Координаты атомов в элементарной ячейке 
магний-алюминиевой шпинели, взятые перво-
начально из кристалло-структурных данных 
[18], в дальнейшем оптимизировались для всех 

x 2-x 4MgB Al O -структур. 
Дисперсионные кривые ( )kε и плотности 

одноэлектронных состояний ( )η ε , рассчитан-
ные для 2 4MgAl O  и x 2-x 4MgB Al O  приведены 
на рис. 2 для случая 0,  1,  2x = . Анализ полу-
ченных результатов позволяет сделать сле-
дующие выводы: 

1. Для всех изученных соединений ряда 
2 4MgAl O  → x 2-x 4MgB Al O → 2 4MgB O  энергети- 

чески более выгодной является нормальная 
структура, в которой атомы Mg занимают тет-
раэдрические позиции, а атомы Al и (или) ато-
мы В – октаэдрические позиции. Переход к об-
ращенной (или частично обращенной) структу-
ре (в которой все или часть атомов Al и B пере-
ходят в тетра-, а атомы Mg – в октаэдрические 
позиции) приводит к проигрышу энергии Δ≈ 
0,5 ÷ 1,5 эВ в пересчете на одну формульную 
единицу (см. таблицу). 

2. Для всех x 2-x 4MgB Al O -структур валент-
ные электроны занимают состояния, энергии ко-
торых отвечают двум, разделенным энергетиче-
ской щелью spΔε , подзонам, преимущественный 
вклад в которые вносят 2s- и 2p-орбитали атомов 
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Рис. 2. Дисперсионные кривые ( )kε и плотности состояний x 2-x 4MgB Al O  (1 – полная; 2 и 3 – вклады орбиталей атомов 
алюминия и бора соответственно) для x = 0,1,2 (пунктиром показано положение уровня химического потенцила; обозна- 

чение точек зоны Бриллюэна – согласно рис. 1, б) 
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Разность полных энергий обращенной и нормальной 
шпинелей ( обр нормE EΔ = − ) (в пересчете на одну  
формульную единицу) (в квадратных скобках  
символы атомов в окта-узлах, перед скобками –  

в тетра-позициях) 
 

Нормальная структура Обращенная структура Δ, эВ 

2 4Mg[Al ]O  4Al[MgAl]O  1,24 

4Mg[BAl]O  4Al[MgB]O  0,53 

4Mg[BAl]O  0,5 0,5 0,5 0,5 4Al B [MgB Al ]O  0,76 

4Mg[BAl]O  4B[MgAl]O  0,59 

2 4Mg[B ]O  4B[MgB]O  1,5 

 
кислорода (нижняя и верхняя валентные подзо-
ны соответственно). Область вакантных состоя-
ний (ОВС) (отделена от верхней границы 2p(О) – 
подзоны энергетической щелью gΔε ), обуслов- 

лена, в основном, орбиталями атомов алюминия 
и бора. Рассчитанная нами величина gΔε  для 

2 4MgAl O  ( 5,2≈  эВ) близка к эксперименталь-
ному значению эксп 5,9gΔε =  эВ для 2 3Al Oγ −  
[19], имеющей структуру шпинели. В 2s(О)-  и 
2p(О)- подзонах имеется по одному ( ( )s

mε  и ( )p
mε ), а 

в нижней части ОВС – по три максимума плот-
ности состояний, в первые два из которых ( (B)

1mε , 
(B)

2mε ) (см. рис. 3) основной вклад вносят орбита-
ли бора, а в третий ( ( )Al

mε ) – в области более вы-
соких энергий – орбитали алюминия. 
 

 
 

Рис. 3. Схема энергетических зон x 2-x 4MgB Al O  
 

    
                                                а                                                                                            б 

    
                                                в                                                                                            г 

Рис. 4. Зависимости от степени смешения x: 
а – для 2s(О)-подзоны (положения границ ( s′ε , s′′ε ) и максимума плотности состояний ( )s

mε ); б – уровня химического по-

тенциала μ и для 2p(О)-подзоны (положения границ ( p′ε , p′′ε ) и максимума плотности состояний ( )p
mε ); в – ширины 2s(О)- и 

2p(О)-подзон и области запрещенных энергий gΔε ; г – положения максимумов плотности состояний ( ) ( ) ( )
1 2, ,B B Al

m m mε ε ε , обуслов- 
ленных орбиталями атомов бора и алюминия в области энергий вакантных состояний 
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3. Энергии нижней s′ε  и верхней s′′ε  границ 
2s(O)-подзоны и положение максимума плотно-
сти состояний ( )s

mε  этой подзоны линейно воз-
растают с ростом степени замещения x  атомов 
алюминия атомами бора от 0x =  до 2x =  от –
26,5 эВ до –25,3 эВ; от –22,9 эВ до –21,7 эВ и от 
–23,8 эВ до –22,7 эВ соответственно, причем 

( )

0,6 эВ
s

s s m

x x x
′ ′′Δε Δε Δε
≈ ≈ ≈

Δ Δ Δ
 (рис. 4, а). При этом 

ширина 2s(О)-подзоны ( 3,6 эВsΔε ≈ ) почти не 
изменяется (рис. 4, в). 

Энергия нижней границы 2p(О)-подзоны не-
значительно возрастает с ростом x  от –13,8 эВ 
( 0x = ) до –13,6 эВ ( 2x = ); энергия верхней 
границы 2p(О)-подзоны с ростом x  возрастает 
более существенно от –7,4 эВ ( 0x = ) до –6,3 эВ 
( 2x = ), так что ширина pΔε  этой подзоны с 
ростом x  возрастает от 6,4 эВ ( 0x = ) до 7,4 эВ 
( 2x = ). Положение максимума плотности со-
стояний в этой подзоне также возрастает от  
–8,9 эВ ( 0x = ) до –7,7 эВ ( 2x = ) (рис. 4, б). 

4. Относительные интегральные вклады δ  
орбиталей атомов Y ( ;Y B Al≡ ) в плотность со-
стояний соответствующей зоны (подзоны) ( ′ε  и 
′′ε  – энергии нижней и верхней границы рас-

сматриваемых зон) 

                      

( ) ( )

( )

Y

полн

d

d

′′ε

′ε
′′ε

′ε

η ε ε
δ =

η ε ε

∫

∫
                       (2) 

линейно изменяются (для BY ≡  возрастают, а 
для AlY ≡  убывают): а) для BY ≡  от 0,0 до 
0,17 по закону  (B)

( ) 0,0535s xδ = , от 0,0 до 0,19 по 

закону (B)
( ) 0,095p xδ = и от 0,0 до 0,51 по закону 

(B)
( ) 0,255ОВС xδ = ; б) для AlY ≡  от 0,21 до 0,0 по 

закону (Al)
( ) 0,21 0,105s xδ = − , от 0,16 до 0,0 по за-

кону (Al)
( ) 0,16 0,08p xδ = −  и от 0,66 до 0,0 по зако-

ну (Al)
( ) 0,66 0,33OBC xδ = −  для 2s(O)-, 2p(O)-подзон и 

нижней части (до 10ε <  эВ) области вакантных 
состояний соответственно (см. рис. 3 и 5). 

5. Энергия нижней границы области ва-
кантных состояний ε  (рис. 3, 4, б) с ростом x  
линейно убывает от –2,1 эВ ( 0x = ) до –3,2 эВ 
( 2x = ) по закону 2,2 0,5xε = − − , в результате 
чего (с учетом того, что энергия p′′ε  верхней 
границы 2р(О)-подзоны с ростом х возрастает 
(см. выше)) энергетическая щель, отвечающая 
зоне запрещенных энергий gΔε  убывает в ин-
тервале 5,2÷2,9 эВ сначала резко (примерно на 
1,2 эВ при переходе от чистой магний-алюми-
ниевой шпинели 2 4MgAl O  к структуре 

0,25 1,75 4MgB Al O ), а затем равномерно от 4,0 эВ 
( 0,25x = ) до 2,9 эВ ( 2x = , чистая магний-бор-
ная шпинель 2 4MgB O ) по закону 4,0gΔε ≈ −  

0,63x− . Отметим, что эта закономерность по-
зволяет регулировать ширину запрещенной зо-
ны магний-бор-алюминиевой шпинели в ука-
занном диапазоне энергий путем изменения со-
става (степени смешения х) этой структуры.  

Отмеченные в п. 2 максимумы плотности 
состояний (B)

1mε  и (B)
2mε  с ростом x  перемещаются 

в область более высоких энергий соответствен-
но от –2,1 эВ ( 0,25x = ) до –0,8 эВ ( 2x = ) по 
закону (B)

1 2,3 0,75m xε ≈ +  и от 0,2 эВ ( 0,25x = ) 
до 2,0 эВ ( 2x = ) по закону  (B)

2 0,05 1,05m xε ≈ − + . 
 

       
                               а                                                               б                                                            в 

 

Рис. 5. Зависимость от степени смешения x вкладов орбиталей бора (пунктир) и алюминия (сплошная линия)  
в полную плотность состояний: 

а – 2s(О)-подзоны; б – 2р(О)-подзоны; в – в низкоэнергетическую часть зоны вакантных состояний 
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Что касается высокоэнергетического максиму-
ма ( )Al

mε , то с ростом x  его перемещение в сто-
рону более высоких энергий имеет более поло-
гий характер ( ) 6,4 0,25Аl

m xε ≈ +  ( ( )Al
mε  возрастает 

от 6,4 эВ ( 0x = ) до 6,8 эВ ( 1,75x = )). 
6. Уровень химического потенциала в зави-

симости от состава тройного оксида (параметра 
x ) изменяется немонотонно: а) при переходе от 

0x =  до 0,5x =  уменьшается от –6,6 эВ до –6,8 
эВ; б) при переходе к 0,75x =  увеличивается 
до ≈ –4,8 эВ; в) в диапазоне 0,75 1,5x< <  мо-
нотонно уменьшается до ≈ –5,4 эВ; г) далее с 
ростом x  от 1,5 до 2 возрастает до ≈ –3,3 эВ. 
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Исследуется поведение эффективной проводимости в кристалле ниобата лития LiNbO3 по полярной оси 
с в области температур от комнатной до 200 °С в диапазоне частот от 1 до 1000 Гц при слабых переменных 
полях. Обсуждаются механизмы проводимости в монокристалле LiNbO3. Полученные в настоящей работе 
результаты могут свидетельствовать о том, что в данной области температур для LiNbO3 выполняется 
прыжковая проводимость. 

Ключевые слова: температурная зависимость эффективной проводимости, частотная зависимость эф-
фективной проводимости, прыжковая проводимость. 

 

A behaviour of effective electrical conductivity in LiNbO3 single crystal along a polar axis c at the temperature 
region from the room temperature to 200 ºC in a weak alternating electrical field with frequencies 1–1000 Hz have 
been investigated. The probable mechanisms of the electrical conductivity in LiNbO3 single crystals are discussed. 
The results obtained in this work can suggest for LiNbO3 the hopping conduction in this temperature range. 

Keywords: temperature dependence of the effective electrical conductivity, frequency dependence of the effec-
tive electrical conductivity, the hopping conduction. 

 
Введение 

 

Благодаря уникальному комплексу оптиче-
ских свойств кристаллы ниобата лития LiNbO3 
уже длительное время являются объектом ин-
тенсивного изучения [1]. Кроме непосредствен-
но оптических свойств важным является изуче-
ние поведения электрофизических параметров 
кристаллов LiNbO3. Например, эффективность и 
скорость распада голографических решеток, 
создаваемых в LiNbO3, регулируются темновой 
проводимостью [2], что ставит исследование 
данного параметра в ряд актуальных задач. 

В работах [1, 3, 4, 5] показано, что прово-
димость связана с существованием дефектов в 
LiNbO3. Дефекты образуют глубокие электрон-
ные ловушки (например, большое количество 
ионов Nb5+ [3]) и если электрон-фононное 
взаимодействие велико, то в результате, при за-
хвате электронов, образуются поляроны малого 
радиуса. Образованию поляронов, согласно [4], 
способствует и существование ионов H+, кото-
рые неконтролируемо входят в структуру нио-
бата лития в процессе роста и монодомениза-
ции образцов. Таким образом, поляроны малого 
радиуса могут являться одними из главных но-
сителей заряда, определяющих электрические 
свойства LiNbO3 в области температур от ком-
натной и выше. 

С целью получения дополнительной ин-
формации о поведении проводимости в кри-
сталле ниобата лития, нами проведены иссле-
дования свойств эффективной электропровод-
ности по полярной оси с в диапазоне частот от 
1 до 1000 Гц при слабых переменных полях. 

 

Образцы и методика эксперимента 
 

В процессе измерения использовали обра-
зец размером 7,5 7 2× ×  мм, вырезанный из 
большой були кристалла стехиометрического 
ниобата лития LiNbO3, выращенного методом 
Чохральского. Он был вырезан так, что боль-
шие грани, на которые наносились электроды, 
были перпендикулярны полярной оси с кри-
сталла. В качестве электродов была применена 
проводящая паста на серебряной основе.  

Для измерений использовалась установка 
мостового типа, которая позволяет раздельно 
измерять действительную ε′ и мнимую ε″ части 
комплексной диэлектрической проницаемости 
ε* в слабых переменных полях. Погрешность 
измерения ε′ – 0,5 %, а ε″ – 1 %.  

Эффективная проводимость σэфф определя-
ется как  
                             эфф 02 "σ = πνε ε ,                      (1) 
где ν – частота переменного поля; ε0 – электри-
ческая постоянная. 
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Экспериментальные результаты 
 

На рис. 1 представлена зависимость эффек-
тивной проводимости от обратной температуры 
σэфф(1/Т). Из рис. 1 видно, что на частоте 1 Гц 
имеется два участка, на которых выполняется 
Аррениусовская зависимость с различным на-
клоном:  

 

                       a
эфф 0 exp( )E

kT
σ = σ − ,              (2) 

 

где aE  – энергия активации; σ0 – предэкспонен-
циальный множитель; k – постоянная Больцма-
на; Т – температура нагрева. 
 

 
 

Рис. 1. Температурная зависимость эффективной  
проводимости σэфф на различных частотаx 

 
Энергия активации aE  для низкотемпера-

турного участка (от комнатной Тком до 80 °С) 
составляет 0,1 эВ, для более высокотемпера-
турного (Т > 80 °С) – 0,4 эВ. В [2] при опреде-
лении проводимости на постоянном поле было 
показано, что в диапазоне температур от Тком до 
170 °С aE ≈0,5 эВ. Полученное нами значение 

aE  = 0,4 эВ достаточно хорошо согласуется с 
данными [2]. Кроме того, из рис. 1 видно, что 
чем выше измерительная частота, тем большие 
значения имеет эффективная проводимость. 
Такое поведение σэфф (ν, Т) характерно для 
прыжковой проводимости [6, 7]. Тот факт, что 
на частоте 1000 Гц с ростом температуры зна-
чение проводимости уменьшается и проходит 
через минимум, можно связать с ростом эффек-
тивной массы поляронов. Так как с увеличени-
ем массы поляронов уменьшаются их подвиж-
ности, то, следовательно, уменьшается и про-
водимость. В то же время, рост температуры 
приводит к увеличению концентрации как по-
ляронов, так и других типов носителей заряда, 
и, следовательно, к увеличению проводимости. 
При Т ∼ 130 °С (где все три кривые сливаются  

в одну) можно считать, что проводимость ста-
новится  «сквозной», т. е. носители заряда ус-
певают достигать противоположного электрода 
при всех используемых в эксперименте часто-
тах приложенного переменного поля. 
 

 
 
Рис. 2. Частотная зависимость эффективной проводимо-

сти σэфф при различных температурах 
 
На рис. 2 представлена более детально час-

тотная зависимость в диапазоне от 1 до 1000 
Гц. Мы видим, что при 30 °С хорошо выполня-
ется степенная зависимость:  

 

                            эфф
nAσ = ν                          (3) 

 

где A – константа; ν – частота переменного по-
ля; n < 1, что также характерно для прыжковой 
проводимости. Такая частотная зависимость 
(рост σэфф с ростом ν) следует из того, что поля-
роны малого радиуса не успевают перемещать-
ся между состояниями автолокализации за вре-
мя четверти периода приложенного внешнего 
переменного поля [7]. При более высоких тем-
пературах (рис. 2) дисперсия σэфф постепенно 
исчезает. Это говорит о том, что при относи-
тельно высоких температурах (выше 150 °С) 
прыжковая проводимость переходит в сквоз-
ную проводимость. 

Таким образом, полученные в настоящей 
работе данные могут свидетельствовать о том, 
что в области температур от комнатной до  
200 °С для ниобата лития LiNbO3 выполняется 
прыжковая проводимость; это согласуется с ря-
дом работ по данным материалам [1, 2]. 
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Создана математическая модель лампы бегущей волны М-типа, в которой учтена неоднородная струк-
тура электростатического поля в пространстве взаимодействия; разработана программа ее численной реали-
зации. Подобраны параметры вычислительных процедур и проведен сравнительный анализ результатов с 
результатами других исследователей на примере взаимодействия электронного потока с электромагнитной 
волной в гладкой системе в одночастотном приближении. 

Ключевые слова: М-тип взаимодействия, уравнения движения, пространственный заряд, уравнение воз-
буждения, неоднородное поле, численный расчет.   

 

The mathematical model of travelling wave tube taking into account the non-uniform structure of an electro-
static field in space of interaction is created, the program of its numerical realisation is developed. Parametres of 
computing procedures are picked up and the comparative analysis of results with results of other researchers on an 
example of interaction of an electronic stream with an electromagnetic wave in smooth system in unifrequent ap-
proach is carried out. 

Keywords: M-type of interaction, the equation of movement, space charge, the equation of excitation, a non-
uniform field, numerical calculation. 

 
Введение 

 

Изучить физику процессов взаимодействия 
электронного потока с многочастотным полем 
замедляющей системы и проанализировать те 
или иные эффекты и явления, протекающие в 
пространстве взаимодействия лампы бегущей 
волны М-типа, путем натурального экспери-
мента достаточно сложно и дорого, поскольку 
требуется создание нескольких вариантов элек-
тровакуумного прибора для определения спо-
собов улучшения выходных характеристик. 

В то же время компьютерный эксперимент, 
являющийся современным эффективнейшим 
инструментом при изучении в любой сфере 
науки, позволяет при наличии корректной ма-
тематической модели получить необходимые 

данные не только достаточно быстро и с не-
большими финансовыми затратами, но и с вы-
сокой степенью достоверности. Таким образом, 
одной из важных и сложных задач компьютер-
ного моделирования является создание матема-
тической модели, адекватно отражающей фи-
зические процессы. 

В настоящее время существует много вари-
антов математических моделей усилителя – 
лампы бегущей волны М-типа (ЛБВМ), – отли-
чающихся друг от друга использованием раз-
личных ограничений и степенью приближения 
к описанию конструкции реального прибора и 
его параметрам, такими как двумерная или 
трехмерная модель конструкции прибора, од-
ночастотная или многочастотная структуры 
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высокочастотного поля в замедляющей систе-
ме, использование различных видов уравнения 
возбуждения, методов расчета полей простран-
ственного заряда и других [1–7 и др.]. При этом 
во всех моделях используется приближение 
гладких электродов, при котором не учитывают 
влияние неоднородного электростатического 
поля, присутствующего в пространстве взаимо-
действия, что, в принципе, не всегда обоснова-
но. В работе [9] показано, что движение потока 
в неоднородном поле качественно изменяется 
по сравнению со случаем однородного поля и 
условия возникновения группировки потока в 
тормозящей фазе высокочастотного поля тре-
буют увеличения скорости электронного пото-
ка по сравнению с дрейфовой скоростью в 
«гладкой» системе, определяемой значениями 
напряженности электрического поля (для пло-
ской однородной системы эта величина посто-
янна), магнитной индукции и поля пространст-
венного заряда. Отсюда следует, что в реаль-
ном приборе электрические параметры для 
обеспечения заданных выходных характери-
стик должны выбираться из условий оптималь-
ной группировки электронного потока с учетом 
вида распределения электростатического поля. 

 

Математическая модель 
 

Очередным шагом построения уточненной 
математической модели для компьютерного 
моделирования взаимодействия электронного 
потока в случае многочастотного сигнала явля-
ется учет в уравнениях движения периодиче-
ской вдоль направления движения потока не-
однородности электростатического поля. 

Предлагаемая математическая модель вклю-
чает, таким образом, уравнения движения элек-
тронного потока в неоднородном электростати-
ческом поле: 
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где / ee mη =  – приведенный заряд электрона;  
е – заряд электрона; me – масса электрона; E  – 
вектор напряженности электрического поля, 
действующего на i-й электрон и представляю-
щего собой геометрическую сумму статическо-
го поля стE , поля пространственного заряда 

пзE , создаваемого другими электронами, а так-
же собственных полей замедляющей системы и 
полей, обусловленных излучением электронов 
вчE ; B  – вектор магнитной индукции. 

Высокочастотное поле вчE  определяется из 
уравнения возбуждения волноведущей системы, 
полученного с учетом нестационарного процес-
са в квазипериодическом приближении [10]: 
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где n
sC  – постоянные, имеющие смысл ампли-

туд собственных волн; n
sα  – коэффициент за-

тухания; ω – фундаментальная частота, причем 
существование сигнала с данной частотой в 
системе вовсе не обязательно; n

sP  – мощность 

структурной функции; vn
gs n

s

∂ω
=
∂β

 – групповая 

скорость данной волны. 
Уравнение расчета пространственного заря-

да при использовании стандартных ограниче-
ний, связанных с нерелятивистской скоростью 
электронов и двумерной конструкцией про-
странства взаимодействия, а также применением 
метода крупных частиц, получено из соображе-
ний, что в случае двумерной модели поле, соз-
даваемое одним стержнем в точке, расположен-
ной на расстоянии r  от него, будет равно [7]: 

                               пз 2
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где / /q l eK lτ = =  – линейная плотность заряда 
стержня; l  – длина стержня; K – коэффициент 
укрупнения. 

Электростатический потенциал в простран-
стве взаимодействия применительно к двумер-
ным замедляющим системам гребенчатого ти-
па, когда изменение поля в направлении 0z от-
сутствует, описывается соотношением [11]: 
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Ua  – потенциал на аноде; D  – высота про-
странства взаимодействия; L  – период замед-
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ляющей системы; l – ширина щели; An – ампли-
тудные значения n-й гармоники разложения в 
ряд напряженности неоднородного электроста-
тического поля в пространстве взаимодействия. 
В общем случае вид коэффициентов An зависит 
от распределения поля в глубине щелей. Расчет 
коэффициентов An для случая резонаторных 
систем с прямоугольными резонаторами глуби-
ной h (система типа «гребенка над плоско-
стью») подробно представлен в [11]. 

Корректная реализация математической 
модели на ЭВМ и достижение достоверности 
получаемых результатов возможны только в 
том случае, когда проведен анализ выбора па-
раметров вычислительных процедур, опреде-
ляющих сходимость решений. К таким пара-
метрам относятся: величина временного шага 
моделирования системы dt; радиус учета дейст-
вия сил пространственного заряда; размер 
ячейки сетки пространственного разбиения 
системы для решения уравнения возбуждения. 

Расчет последнего осуществляется доста-
точно просто. Уравнение возбуждения решает-
ся при помощи схемы бегущего счета [8]. Эта 
схема счета является устойчивой только при 
выполнении условия Куранта [8]: гр

nv dt L≤ Δ , 

где гр
nv  – групповая скорость n-й гармоники; 

LΔ  – размер ячейки сетки пространственного 
разбиения системы вдоль направления движе-
ния электронного потока, используемый для 
решения уравнения возбуждения. Для расчетов 
принят минимальный размер гр

nL v dtΔ = . 
 

Выбор временного шага моделирования  
системы 

 

Основным параметром, влияющим на точ-
ность проводимых расчетов, является временной 
шаг моделирования системы dt. Он используется 
как при численном решении уравнений движе-
ния, так и при решении уравнений возбуждения. 
Можно предположить, что уменьшение данного 
параметра приведет к увеличению точности 
проводимого расчета, однако эта область огра-
ничена необходимостью учета квантовых эф-
фектов, существенным ростом времени прове-
дения численного эксперимента и объемом ис-
пользуемой оперативной памяти ЭВМ. Поэтому 
целесообразно выявить максимально возможное 
значение dt, при котором численная модель бу-
дет адекватно описывать физические процессы, 
протекающие в приборе при реально возможных 
затратах машинного времени. 

На рис. 1, а представлена усредненная по 
результатам трех экспериментов для каждой 
величины интервала dt зависимость изменения 
уровня выходной мощности, отнесенной к по-
стоянной для всех расчетов входной мощности. 
График относительной погрешности этой вели-
чины для доверительного интервала 0,95 % 
представлен на рис. 1, б. 

Из рис. 1, а и б можно заключить, что раз-
брос значений ВЫХ ВХP P  значительно уменьша-
ется при шаге интегрирования 127 10 cdt −≤ ⋅ . 
При этом относительная погрешность расчета 
выходных характеристик не превышает 2–3 %. 
Однако уменьшение величины шага интегри-
рования dt приводит к увеличению числа шагов 
интегрирования системы, приходящихся на пе-
риод фундаментальной частоты. 

Это, в свою очередь, приводит к резкому 
возрастанию используемой оперативной памя-
ти ЭВМ, что связано с необходимостью хране-
ния информации о величинах амплитуды высо-
кочастотного поля каждой гармоники в каждой 
ячейке пространственной сетки за каждый шаг 
времени за период фундаментальной частоты; 
увеличению времени расчета, поскольку увели-
чивается число решаемых дифференциальных 
уравнений, приходящихся на период фунда-
ментальной частоты (рис. 1, в). 

 

 
 

Рис. 1. Анализ выбора шага интегрирования dt: 
а – зависимость уровня выходной мощности, нормированного на 
уровень входной мощности, от величины интервала dt (× – среднее 
значение величины из трех серий экспериментов); б – зависимость 
относительной погрешности измерения выходной мощности от ве-
личины интервала dt для доверительной вероятности, равной 0,95 %; 
в – зависимость времени расчета сигнала частотой 6 ГГц за пять перио-
дов фундаментальной частоты от величины шага интегрирования dt  

а

б

в
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Исходя их приведенного анализа, следует 
выбирать величину временного шага модели-
рования системы в пределах (4–7)·10–12 с, что 
обеспечивает расчет выходных параметров в 
пределах допустимой погрешности. Для данной 
модели шаг интегрирования по времени взят 
равным 5·10–12 с. 

 

Выбор области учета действия сил  
пространственного заряда 

 

В литературе, как правило, область, в кото-
рой кулоновские силы считаются значительны-
ми, определяется, исходя из радиуса Дебая [12]: 

Д
e

p

R υ
=
ω

, где eυ  – скорость электронов; pω  – 

круговая плазменная частота ( 2

0
p

e
m

ρ
ω =

ε
; ρ  – 

объемная плотность зарядов). В этом случае 
кулоновские силы рассчитываются между все-
ми частицами потока  только в пределах радиу-
са Дебая. 

На рис. 2 приводятся результаты расчета 
выходной мощности (нормировка, как и в пре-
дыдущем случае, проводится по отношению к 
постоянной по величине входной мощности 
усилителя) для серий из трех измерений в зави-
симости от различных величин отношения 

ПЗ Д/R R . 

 

 
 

Рис. 2. Результаты расчета ВЫХ ВХP P  при различных величинах отношения максимального  
расстояния учета сил взаимодействия пространственного заряда к радиусу Дебая 

 
Стабилизация результатов (в пределах до-

пустимой погрешности ± 2 % относительно ус- 
редненных величин) начинается от ПЗ Д/ 4R R ≥ . 
Значительное увеличение области незначи-
тельно сказывается на точности расчета, но су-
щественно увеличивает время расчета при на-
личии многих частиц в электронном потоке. 

 

Сравнение с результатами  
других исследований 

 

Результаты расчета параметров ЛБВ при 
одночастотном режиме для гладкой системы, 
не учитывающей неоднородность электростати- 

ческого поля (частный случай программы рас-
чета), полученные при использовании про-
граммы, реализующей данную математическую 
модель, сравнивались с результатами расчетов 
по программе, разработанной  ранее [10]. 

На рис. 3 показан вид электронного потока 
при следующих параметрах: 6000U B= ; 

0 0,1ТлB = ; 0 0,5I A= ; длина и высота простран-
ства взаимодействия, соответственно, 10 смL = , 

2 ммD = ; частота 6 ГГцf = ; входная мощность 

вх 5ВтP = ; коэффициент затухания 15м−γ= ; 
 

 
 

Рис. 3. Сравнение вида электронных потоков 
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сопротивление связи СВ 10ОмR = ; ф/ 10;c V =  

гр/ 10c V = . Верхний график получен при ис-
пользовании программы, описанной в [3], ниж-
ний – при помощи данной модели. 

Структура потоков практически совпадает. 
Можно сделать вывод, что результаты расчета 
соответствуют базовым представлениям физи- 

ки образования электронных спиц в простран-
стве взаимодействия в случае движения потока 
в поле высокочастотной волны. 

Однако более информативным является 
временная характеристика ЛБВМ (рис. 4). 
Верхний получен при помощи программы, 
описанной в [3]; нижний – при помощи данной 
модели.  

 

 
 

Рис. 4. Временная зависимость уровня выходной мощности, нормированного по отношению к максимальной мощности 
 
Выходные параметры прибора практически 

совпадают, как и максимальные коэффициенты 
усиления (21,21 дБ по [3]; 21,01 дБ по результа-
там данной модели).  

Таким образом, программа расчета, постро-
енная на основе данной математической моде-
ли, дает физически обоснованные результаты, 
которые достаточно хорошо коррелируют с ре-
зультатами других исследователей. 
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STUDYING OF VIRTUAL CATHODE OF TAPE RELATIVISTIC ELECTRON BEAMS 
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Проанализировано токопрохождение ленточных релятивистских потоков, движущихся в продольном 
магнитном и скрещенных полях в пространстве взаимодействия. Определены положение виртуального ка-
тода и величина прошедшего тока в пучках, движущихся в продольном магнитном поле. Показано влияние 
металлических стенок пространства взаимодействия на величину токопрохождения. Установлено отсутст-
вие виртуального катода в аналогичных пучках, распространяющихся в скрещенных полях. 

Ключевые слова: релятивистский поток, ленточный поток, виртуальный катод, продольное поле, скре-
щенные поля, токопрохождение.  

 

The current flow of tape relativistic beams moving in the longitudinal magnetic field and crossed fields in the 
interaction space is analyzed. The position of the virtual cathode and the magnitude of current of beams moving in a 
longitudinal magnetic field are determined. The influence of the metallic walls of the interaction space on the value of 
current flow is showed. The absence of a virtual cathode in similar beams propagating in crossed fields is showed. 

Keywords: relativistic beam, tape beam, longitudinal field, crossed fields, current flow. 
 

Введение 
 

В настоящее время изучение релятивист-
ских электронных потоков представляет собой 
интенсивно развивающееся научное направле-
ние. Релятивистские пучки применяются для 
разогрева плазмы до высоких температур, по-
лучения вспышек сверхмощного электромаг-
нитного излучения в различных частотных 
диапазонах, возбуждения квантовых генерато-
ров и обработки поверхности твердых тел. 

В приборах, в которых удержание потока 
производится продольным магнитным полем, 
имеется существенный недостаток – возникно-
вение виртуального катода при сравнительно 
небольшой длине пучка (порядка нескольких 
миллиметров и сантиметров). Это приводит к 
ограничению максимального тока, который 
можно пропустить через пространство взаимо-
действия. При этом также возбуждается ряд не-
устойчивостей, приводящих к невозможности 
получения протяженных потоков. Для решения 
этой проблемы и увеличения токопрохождения 
приборы изготавливаются газонаполненными. 
При прохождении электронного пучка через 
пространство взаимодействия газ ионизирует-
ся, и образовавшаяся плазма снижает величину 
пространственного заряда пучка. Однако при 
этом в устройстве возникают огромные потери 
мощности потока на ионизацию газа. 

В настоящее время интенсивно ведутся ис-
следования виртуального катода в электронных 
потоках, в том числе и с целью создания гене-

раторов на базе данного эффекта. При этом 
большинство исследований относится к пучкам 
в продольном магнитном поле. Для изучения 
токопрохождения в таких системах применя-
ются различные методы. Чаще всего проводит-
ся численное моделирование с использованием 
электромагнитных кодов KARAT, UNIPIC, 
MAGIC [1, 2], хотя встречаются и эксперимен-
тальные работы [3].  

Исследования токопрохождения и условий 
формирования виртуального катода релятиви-
стских потоков, распространяющихся в скре-
щенных полях, в научной литературе почти не 
встречаются. Это можно объяснить более 
сложной конструкцией таких систем, а также 
тем, что описать динамику подобных потоков 
математически весьма затруднительно. Тем не 
менее, по сравнению с устройствами, исполь-
зующими продольное магнитное поле для 
удержания потока, приборы М-типа обладают 
некоторыми уникальными возможностями, на-
пример, возможностью получения гигантских 
величин мощности генерации (релятивистский 
магнетрон). При этом неизвестны возможности 
транспортировки протяженных потоков, что 
также представляет несомненный интерес. 

 
Математическая модель 

 

Пучок электронов с прямоугольным попе-
речным сечением инжектируется со скоростью 
v  в пространство взаимодействия в направле-
нии оси 0у, как показано на рис. 1. Если в про-
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странстве взаимодействия создаются внешние 
скрещенные электрическое и магнитное поля, 
то вектор индукции магнитного поля ВНB  
ориентирован вдоль оси 0х, а структура стати-
ческого электрического поля ВНE  определяет-
ся конфигурацией проводящих плоскостей. 

 

 
 

Рис. 1. Геометрия пространства взаимодействия 
 
Схематическое распределение напряженно-

сти поля в такой системе представлено на рис. 2. 
 

 

Рис. 2. Конфигурация внешнего электрического поля 
 
Для определения структуры электрического 

поля в плоскости x0z производится численное 
решение двумерного уравнения Лапласа для 
потенциала Δ 0U =  на прямоугольной сетке с 
заданными граничными условиями на металли-
ческих поверхностях: 0 0; 0;z=b z=U | =U U | =  

0, 0x= aU | = . В узлах этой сетки рассчитываются 
значения потенциала, которые используются 
для расчета напряженности внешнего электри-
ческого поля E = gradU− . Из рис. 2 видно, что 
в центре пространства взаимодействия статиче-
ские электрическое и магнитное поля являются 
скрещенными, а по краям направлены таким 
образом, что возникающие силы препятствуют 
расширению пучка. 

Если же движение пучка рассматривается во 
внешнем продольном однородном магнитном 
поле, то вектор ВНB  ориентирован вдоль оси 
0y, а внешнее электрическое поле отсутствует. 

Движение потока, представляемого как со-
вокупность крупных частиц [4], каждая из ко-
торых имеет одинаковый заряд и массу, описы-
вается совокупностью уравнений движения 
всех частиц, составляющих поток: 

               
( ),

.

i
i i i

i
i

dp = e E + v B
dt
dr = v
dt

⎧⎪⎪ ×⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

                   (1) 

Расчет полей пространственного заряда 
осуществляется методом «частица-частица», 
который, в отличие от сеточных методов, обес-
печивает лучшую точность расчета объемного 
заряда. В работе используются выражения, по-
лученные из соотношений Лиенара – Вихерта 
[5] для запаздывающих потенциалов:  
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которые позволяют определять действие j-й 
частицы на i-ю. Здесь ijR  – радиус-вектор ме-
жду частицами; ijR  – его величина. Радиус-век-
тор определяется с учетом условия запаздыва-
ния взаимодействия [6]. 

Эти соотношения определяют поля, созда-
ваемые в месте расположения каждой i-й круп-
ной частицы с учетом запаздывания. Поле про-
странственного заряда, действующее на дан-
ную частицу со стороны всех остальных, опре-
деляется по принципу суперпозиции полей всех 
остальных частиц. 

Металлические стенки пространства взаи-
модействия также влияют на поля и траектории 
движения, поскольку электромагнитные волны, 
порожденные движущимися с ускорениями 
частицами, отражаются от них и дают свой 
вклад в силы, действующие на частицу. Для 
расчета полей, вызванных их наличием, приме-
няется метод изображений, состоящий в замене 
системы абсолютно проводящих плоскостей 
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некоторой конфигурацией зарядов, определяе-
мых расположением частиц относительно иде-
альных металлических плоскостей и друг друга 
на каждом шаге расчета. Результирующие поля, 
действующие на частицу, складываются из 
внешних полей пространства взаимодействия, 
полей пространственного заряда и полей влия-
ния стенок [7]. 

Для определения положения виртуального 
катода используются зависимости прямого и 
обратного тока через воображаемую попереч-
ную площадку от ее координаты (расстояния до 
плоскости инжекции пучка). Под прямым под-
разумевается ток, порожденный крупными час-
тицами, движущимися в положительном на-
правлении оси 0y, а под обратным – в отрица-
тельном. Прямой ток характеризует долю  
инжектируемых частиц, которая смогла пре-
одолеть потенциальный барьер виртуального 
катода (максимальный ток, который может 
быть пропущен через пространство взаимодей-
ствия). Обратный ток показывает долю круп-
ных частиц, отразившихся от виртуального ка-
тода и движущихся против направления дви-
жения потока. Эти токи рассчитываются сле-
дующим образом: 

              ( )
( ) ( )Δ Δ

Δ Δ
± ±

±
Q y N y

I y = = q
t t

⋅ ,            (4) 

где q – заряд крупной частицы; ( )Δ ±N y  – ко-
личество крупных частиц, пересекающих плос-
кость, расположенную на расстоянии y от като-
да, за время Δt  в прямом и обратном направле-
ниях соответственно. 
 

Исследование  
виртуального катода 

 

Известно, что при движении цилиндриче-
ских потоков в продольном магнитном поле 
максимальный ток, который можно пропустить 
через пространство взаимодействия, ограничен 
потенциальным барьером виртуального катода, 
от которого отражается часть частиц [8]. Выяс-
ним, как будет различаться токопрохождение 
ленточных потоков в скрещенных и продоль-
ном магнитном полях на одном частном при-
мере. Для этого исследуем положение вирту-
ального катода в потоке с одними и теми же 
параметрами, но движущемся в пространстве 
взаимодействия с различной конфигурацией 
полей. Параметры потоков и пространства 
взаимодействия приведены в таблице. 

Параметры модели и электронных потоков 
 

Скорость потока v, v/c 0,8 

Индукция внешнего магнитного поля, Тл 1 

Ширина пространства взаимодействия a, см 10 

Высота пространства взаимодействия b, см 2 

Ширина потока Δx, мм 10 

Высота потока Δy, мм 2 
 

А. 
Виртуальный катод в потоках,  
движущихся в неограниченном пространстве 
в продольном магнитном поле 

 

Рассмотрим потоки, движущиеся в про-
дольном магнитном поле без учета влияния на 
них ограничивающих стенок. Вид одного из  
таких потоков (ток 3 кА, плотность тока в  
плоскости инжекции 8

21,5 10  А /м⋅ ) представ-
лен на рис. 3. 

 

 
а 

 

 
б 

 

Рис. 3. Вид электронного потока с током I = 3 кA: 
а – конфигурация электронного потока в плоскости х0у;  
б – конфигурация электронного потока в плоскости у0z 
 
При движении в продольном магнитном 

поле ленточный поток начинает поворачивать-
ся вокруг оси, проходящей через центр про-
странства взаимодействия параллельно оси 0y. 
Как следствие, размеры его проекции на плос-
кость x0y уменьшаются, а на плоскость y0z – 
увеличиваются. Также визуально наблюдается 
образование виртуального катода, вызванное 
большим скоплением заряда справа от плоско-
сти инжекции пучка. 

Зависимости величины прямого и обратного 
тока от координаты для пучка с током 3 кА, рас-
считанные по формуле (4), приведены на рис. 4.  
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Рис. 4. Зависимости прямого (1) и обратного (2) токов от 
координаты (I0 = 3 кА). Толстыми линиями обозначены 

аппроксимирующие кривые 
 
Из рисунка видно наличие виртуального ка-

тода на некотором расстоянии от плоскости ин-
жекции пучка. В этом месте прямой ток резко 
падает, а обратный – увеличивается. Непосред-
ственно после плоскости виртуального катода 
ток немного ниже его установившегося состоя-
ния, что объясняется малой скоростью частиц, 
только что преодолевших потенциальный барь-
ер и еще не успевших разогнаться. Установив-
шееся значение тока частиц, преодолевших 
плоскость виртуального катода, составляет при-
мерно 80 % тока инжекции, т. е. около 2,4 кА. 

Изменение тока пучка при остальных фикси-
рованных параметрах позволяет сказать, что чем 
больше ток потока, движущегося в продольном 
магнитном поле, тем ближе к плоскости инжек-
ции возникает область виртуального катода. 

 

Б. 
Виртуальный катод в потоках,  
движущихся в ограниченном пространстве  
в продольном магнитном поле 

 

Анализ конфигурации пучков тех же самых 
потоков, но движущихся в ограниченном про-
странстве взаимодействия, приводит к заключе-
нию, что размеры потока немного меньше раз-
меров такого же потока в неограниченном про-
странстве. Это происходит потому, что крайние 
электроны потока, притягиваясь к стенкам, при-
обретают дополнительную скорость, по направ-
лению не совпадающую с вектором магнитной 
индукции внешнего поля. В результате, дейст-
вующая на эти частицы сила Лоренца загибает 
их обратно к оси симметрии потока. 

Выясним расположение виртуального като-
да в таких потоках (рис. 5). Видно, что при дви-
жении потока в ограниченном пространстве 
взаимодействия обратный ток существенно 
меньше, чем в неограниченном. Через плос-
кость виртуального катода проходит 90 % ин-
жектируемых частиц, создавая ток 2,7 кА. 

 
 

Рис. 5. Зависимости прямого (1) и обратного (2) токов от 
координаты (I0 = 3 кА). Толстыми линиями обозначены 

аппроксимирующие кривые 
 
Металлические стенки пространства взаи-

модействия существенным образом влияют на 
токопрохождение потока и расстояние от плос-
кости инжекции до плоскости виртуального ка-
тода. На рис. 6 приведены зависимости коор-
динат плоскости возникновения виртуального 
катода (расстояния между плоскостями инжек-
ции и виртуального катода) от тока потоков. 
Видно, что чем больше ток пучка, тем меньшее 
влияние на токопрохождение оказывает огра-
ничение пространства взаимодействия метал-
лическими стенками. 

 

 
 
Рис. 6. Зависимости координаты плоскости виртуального 
катода от тока пучка для ограниченной (1) и неограничен- 

ной (2) областей 
 
Таким образом, в ограниченном идеально 

проводящими стенками пространстве взаимо-
действия токопрохождение оказывается выше, 
чем в неограниченном. Область виртуального 
катода при этом образуется дальше от плоско-
сти инжекции пучка, а величина обратного тока 
принимает меньшие значения. 

 

В. 
Виртуальный катод в потоках,  
движущихся в ограниченном пространстве  
в скрещенных полях 

 

Рассмотрим образование виртуального ка-
тода в потоках, движущихся в скрещенных по-
лях. Пространство взаимодействия при этом 
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является ограниченным идеально проводящими 
стенками для удержания пучка. Параметры по-
тока, указанные в приведенной выше таблице, 
остаются прежними. Внешний вид пучка при 
величине тока 3 кА представлен на рис. 7, а за-
висимость прямого тока от координаты для 
пучка с током 3 кА приведена на рис. 8. 

 

 
а 

 

 
б 

 

Рис. 7. Конфигурация электронного потока с током I = 3 кA: 
а – вид потока в плоскости х0у; б – вид потока в плоскости у0z 

 

 
 

Рис. 8. Зависимость прямого тока пучка от координаты  
(I0 = 3 кА). Толстой линией обозначена аппроксимирующая 

кривая 
 
В этом случае виртуальный катод в потоке 

не образуется, и весь инжектируемый ток про-
ходит через пространство взаимодействия. Об-
ратный ток отсутствует. Такие же результаты 
получаются для пучков с различными значе-
ниями тока. 

 

Заключение 
 

При движении ленточного электронного 
потока в продольном магнитном поле в неогра- 

ниченном пространстве токопрохождение ни-
же, чем в пространстве взаимодействия с ме-
таллическими стенками. Виртуальный катод 
при этом возникает ближе к плоскости инжек-
ции и сильнее выражен. Чем больше ток пучка, 
тем меньшее влияние на токопрохождение ока-
зывает ограничение пространства взаимодейст-
вия металлическими стенками. 

В ленточных потоках, движущихся в скре-
щенных полях, виртуальный катод не форми-
руется (по крайней мере, при длине потока 
около 10 см), в то время как при той же длине 
он возникает в пучках, фокусируемых про-
дольным магнитным полем. Зависимость пря-
мого тока от координаты при этом практически 
постоянна, а обратный ток отсутствует полно-
стью. Таким образом, можно сделать вывод о 
том, что в системах со скрещенными полями 
можно протягивать большие величины тока 
даже в нескомпенсированных потоках по срав-
нению с устройствами, в которых удержание 
потока производится продольным магнит- 
ным полем. 
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В данной работе рассматриваются процессы влияния электромагнитной волны на протекание жидкости 
по капилляру. Учтено влияние сил упругости на наблюдаемый эффект. 

Ключевые слова: капилляр, электромагнитная волна, вибрация, адгезия, сила трения. 
 

In this article processes of influence of an electromagnetic wave on liquid course on a capillary are considered. 
Influence of forces of elasticity on observable effect is considered. 

Keywords: capillary, electromagnetic wave, vibration, adhesion, force of a friction. 
 
В [1] описан модельный эксперимент со 

стеклянным капилляром, помещенным в неиз-
лучающие отверстия прямоугольного волново-
да. Отверстия прорезаны на средних линиях 
широких стенок волновода. Если через капил-
ляр пропускать жидкость под давлением и пе-
рестраивать длину волны, то на некоторой час-
тоте увеличивается скорость протекания жид-
кости через капилляр при одновременном 
уменьшении силы сцепления (адгезии) жидко-
сти с внутренней стенкой капилляра. Ранее [2] 
этот эффект был рассмотрен с точки зрения 
«вибрационной механики» [3, 4] и существова-
ния двойного электрического слоя [5]. 

При соприкосновении двух различных по 
природе веществ на границе их раздела возни-
кает заряд. Например, на границе фаз «жид-
кость – твердое тело» жидкость приобретает 
положительный заряд, а твердое тело – отрица-
тельный. Разноименность зарядов фаз приводит 
в случае неподвижного пористого тела в элек-
трическом поле к перемещению подвижных 
противоионов вместе с жидкой фазой к соот-
ветствующему полюсу. Потенциал, возникаю-
щий на плоскости скольжения при отрыве час-
ти диффузного слоя, называется электрокине-
тическим потенциалом, или ζ-потенциалом. 
Действующая электрическая сила тем больше, 
чем больше зарядов диффузного слоя оказыва-
ется в подвижной части жидкости. 

Двойной слой можно мысленно разделить 
на две части, одна из которых («закрепленная» 
часть) находится между поверхностью элек-

трода и плоскостью, отстоящей от нее на ион-
ный радиус, т. е. не превышает нескольких анг-
стрем, другая (диффузная часть) простирается 
от этой плоскости в глубь жидкости и достига-
ет относительно больших величин (в чистой 
воде эта толщина α может превысить 1 Å) [6]. 

Не весь диффузный слой может свободно 
передвигаться – приэлектродная часть слоя 
жидкости неподвижно связана с поверхностью 
твердой фазы, а видимое смещение слоев жид-
кости под действием внешнего электрического 
поля происходит на некотором расстоянии от 
поверхности раздела, т. е. в толще диффузного 
слоя. Скачок потенциала между неподвижной и 
движущейся фазой, таким образом, меньше 
термодинамического потенциала φ и равен ψ1.  

Поверхностная плотность заряда на границе 
фаз «твердое тело – жидкость» можно рассчи-
тать из уравнения: 

( )1
0 ψ−ϕ
δ
εε

=ρS
. 

Для оценки положим 81=ε ; δ обычно при-
нимают равным 1 Å; φ зависит от материала и 
может принимать значения от нескольких деся-
тых до 3 В по модулю; ψ1, как правило, по мо-
дулю не превышает нескольких десятых и все-
гда меньше φ [6]. Таким образом, поверхност-
ная плотность заряда имеет порядок 1– 
10 Кл/м2. Наложенное на жидкость внешнее 
электрическое поле начинает смещать этот 
приповерхностный заряженный слой жидкости. 
Если это происходит в капилляре, то движу-
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щийся слой увлекает за собой другие слои.  
В частности, это используется для осушения 
губок. Однако не всегда возможно приложить 
внешнее постоянное поле. В этом случае инте-
ресно влияние переменного поля на протекание 
жидкости по капилляру, то есть влияние элек-
тромагнитной волны. 

В механике известно большое количество 
вибрационных эффектов: исчезновение преж-
них и появление новых положений равновесия 
и видов движения системы, смена характера 
положений равновесия, вибрационное переме-
щение, изменение под действием вибрации 
реологических свойств тел по отношению к 
медленным воздействиям, сепарация (разделе-
ние) частиц по их свойствам и многие другие. 
Все эти эффекты связаны с кажущимися нару-
шениями законов механики (например, тяже-
лый металлический шар под действием вибра-
ции всплывает в слое песка). 

Для всех упомянутых эффектов характерно, 
что возникающее под действием вибрации 
движение системы состоит из двух составляю-
щих – «медленной», мало изменяющейся за 
один период колебаний, и «быстрой» вибрации. 
Пусть за экспериментами следят два наблюда-
теля: «быстрый» – который замечает все силы и 
движения и «медленный» – который не замеча-
ет ни быстрых (обычно малых) движений, ни 
быстрых сил (или, что то же самое, экспери-
ментальные данные сняты с прибора, не успе-
вающего реагировать на быстрые изменения 
измеряемой величины, а потому показывающе-
го средние значения). Такой наблюдатель, в от-
личие от «быстрого», будет замечать лишь 
медленную составляющую движения и поэтому 
он должен объяснить все вибрационные эффек-
ты путем введения дополнительных медленных 
сил, которые называются вибрационными сила-
ми. Пусть движение системы описывается 
уравнением: 

( ) ( ),,,,,, ttxxftxxFxm ω+=  

где m – масса; x – координата; F – «медленная» 
сила; f – «быстрая» сила; точкой обозначается 
дифференцирование по «медленному» времени 
t. «Быстрая» сила зависит также и от величины 

tω , пропорционального частоте вибрации –  
в простейшем случае является периодической 
функцией tω  с периодом π2 . В [2] m – масса 
приповерхностного слоя; f – высокочастотная 
сила (внешнее переменное электрическое по-
ле); F – постоянная сила, действующая на за-
ряженный слой со стороны других слоев – 

складывается из силы вязкого трения (дейст-
вующей со стороны внутренних слоев), силы 
адгезии (действующей со стороны стенки ка-
пилляра) и силы давления. Тогда движение 
представимо в виде: 

( ) ( ),, tttXx ωχ+=  
где X  – «медленная», а χ  – «быстрая» состав-
ляющие. 

Будем считать быструю силу ( )ttxxf ω,,,  
периодической по величине tω=τ , а ( )tt ωχ ,  – 
периодической функцией τ  с тем же периодом 
π2 . Среднее за период по τ  значение функции 
χ  равно 0: 

( ) .0, =ωχ tt  
Здесь угловые скобки означают усреднение 

за период π2  по величине τ , входящему как 
явно, так и через посредство функции χ . При 
выполнении последнего условия справедливо 
равенство: 

( ) ( ) ,, ttxtX ω=  
то есть медленная составляющая Х является со-
ответствующим средним значением коорди-
наты х. 

Аналогичные выражения можно записать и 
для скорости движения системы: 

( ) ( ) ( )0 , , , 0,v v t v t t v t t′ ′= + ω ω =  

                               ( )0 ,v v t=                           (1) 
где 0v  – «медленная» скорость, а v′  – «быстрая». 

При рассмотрении в [2] описанного выше 
эффекта, не учитывались упругие силы, кото-
рые могут возникать при движении жидкости, 
то есть приповерхностный заряженный слой 
рассматривался как твердое тело. Однако он 
состоит из молекул воды, которые могут со-
вершать колебания. Учтем упругие силы сле-
дующим образом. Рассмотрим систему, со-
стоящую из двух одинаковых грузов массой m, 
соединенных пружиной. Грузы лежат на шеро-
ховатой поверхности. К первому грузу прило-
жена переменная высокочастотная сила. Также 
на грузы действуют силы вязкого трения и по-
стоянная внешняя сила. Эта система удовле-
творяет следующим уравнениям: 

( ) ( )
( )

0 1 2 1 1

0 1 2 2 2

cos ,

,
тр

тр

F k x x l F rx f t mx

F k x x l F rx mx

⎧⎪ − − − − + ω =⎪⎪⎨⎪ + − − − =⎪⎪⎩

� ��∓

� ��∓
 

  (2) 
где, по сути, 0F  – сила давления; 

трF  – сила ад-

гезии; 2,1xr−  – сила вязкого трения; ( )tf ωcos  – 
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внешняя высокочастотная сила; l  – длина не-
растянутой пружины; 2,1x  – координаты грузов; 
сила трения всегда направлена противополож-
но скорости. 

Решать эти уравнения будем с помощью 
метода Ньюмарка. Так как здесь присутствует 
сила трения, которая меняется скачком, прове-
рим правильность метода на контрольном при-
мере. Пусть на первое тело действует только 
постоянная сила, большая силы трения. Тогда 
(2) перепишется в виде: 

              
( )

( )
0 1 2 1

1 2 2

,

.
тр

тр

F k x x l F mx

k x x l F mx

⎧⎪ − − − − =⎪⎪⎨⎪ − − − =⎪⎪⎩

��

��
        (3) 

Сложим, а затем вычтем из первого уравне-
ния второе: 

( )
( ) ( )

0 1 2

0 1 2 1 2

2 ,

2 2 .
трF F m x x

F kl m x x k x x

⎧⎪ − = +⎪⎪⎨⎪ + = − + −⎪⎪⎩

�� ��

�� ��
 

Здесь первое уравнение описывает движение 
центра масс (как видно, система движется с по-
стоянным ускорением), а второе – расстояние 
между грузами. Учитывая, что при 0t =  с рас-
стояние между грузами было равно l, решение 
последнего уравнения можно записать в виде: 

               0
1 2

21 cos .
2
F kx x t l
k m

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜− = − ⎜ +⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
        (4) 

На рис. 1 представлен результат расчетов 
для параметров 0 1F =  Н; 1k =  Н/м; 10l =  см; 

1m=  кг; 0,1трF =  Н. 
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Рис. 1. Проверка метода 
 
Как видно из уравнения (4), длина пружины 

изменяется от 10 до 11 см, что хорошо согласу-
ется с численным решением, представленным 
на рисунке. Обоснуем выбор знаков перед си-
лой трения в уравнении (3). Внешняя сила все-
гда положительна, следовательно, обе скорости 
не могут быть отрицательными, а силы трения 
положительными. Первый груз не может дви-

гаться против оси х, так как второй груз такой 
же и не сможет остановить первый. Решение (4) 
не отличается от случая, когда нет силы трения. 
При этом пружина не бывает сжатой (очевидно, 
что при наличии силы трения это условие тем 
более выполняется), следовательно, сила упру-
гости всегда тянет второй груз вперед, то есть 
знаки при силе трения выбраны правильно. 
Численный расчет положения центра масс так-
же хорошо согласуется с аналитическим реше-
нием частного случая, что говорит о хорошей 
сходимости применяемого метода. 

Теперь рассмотрим движение жидкости в 
капилляре под действием переменного элек-
трического поля – система уравнений (2). Если 
брать реальные параметры жидкости – вяз-
кость, собственную частоту колебаний 
(~ 60 ГГц [7]), силу адгезии, силу давления, – 
то время расчета будет очень большим. Также 
увеличится время установления движения, что 
приведет к увеличению погрешности числен-
ных методов и ухудшению наглядности полу-
ченных результатов. Из этих соображений бы-
ли взяты следующие параметры: массы грузов 

1 2 1m m= =  кг; постоянная сила 0 0,09F =  Н; 
жесткость пружины 100k =  Н/м; амплитуда 
переменной внешней силы 0,05f =  Н; частота 
переменной силы 1=ω  рад/с; коэффициент со-
противления 0,1r =  Н·с/м; сила сухого трения 
тр 0,1F =  Н. В отсутствие внешней переменной 

силы система находится в состоянии покоя. 
На рис. 2 показана зависимость скорости дви-

жения грузов от времени. Как и было предполо-
жено (формула (1)), скорость (пунктир) склады-
вается из «медленной» составляющей (сплошная 
линия), она же средняя скорость, и «быстрой» со-
ставляющей. Видно, что средняя скорость с тече- 
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Рис. 2. Зависимость скорости системы от времени. Частота 
вынуждающей силы меньше собственной частоты системы 

(пунктир – ( )v t ; сплошная – ( )v t ) 
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Рис. 3. Зависимость скорости системы от времени. Частота 
вынуждающей силы равна собственной частоте системы 

(пунктир – ( )v t ; сплошная – ( )v t ) 

 
нием времени становится постоянной величиной. 
При таком значении коэффициента жесткости 
систему можно считать единым целым, так как 
собственная частота колебаний на порядок боль-
ше частоты переменной силы. Расчеты показали, 
что в этом случае расстояние между грузами 
практически не меняется. 

Это соответствует случаю, приведенному  
в [2] – приповерхностный слой рассматривает-
ся как твердое тело. На рис. 3 представлен ре-
зультат для случая, когда все параметры такие 
же, как и для рис. 2, кроме жесткости пружины, 
равной 1=k  Н/м. Тогда собственная частота 
колебаний системы равна частоте переменной 
силы и установившаяся скорость оказывается 
выше на порядок, чем в предыдущем случае. 
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Рис. 4. Резонансный характер влияния переменной силы 

Более наглядно этот результат представлен на 
рис. 4. На нем меняется уже не жесткость, ко-
торая равна 1 Н/м, а частота внешней силы. Как 
видно, при равенстве частот наблюдается мак-
симум скорости. 

Аналогичные результаты получаются и при 
других значениях параметров системы – резо-
нансная зависимость. То есть лучший результат 
наблюдается тогда, когда электромагнитная 
волна, поглощаясь водой, возбуждает колеба-
ния молекул. 

Также с помощью вибраций можно объяс-
нить и многие другие действия электромагнит-
ных волн на биологические объекты. Напри-
мер, улучшение транспорта ионов через мем-
брану под действием электромагнитного поля 
можно объяснить как действием этого поля не-
посредственно на ионы, так и возбуждением 
акустических колебаний мембраны, которые, в 
свою очередь, помогают ионам проникнуть 
сквозь мембрану. При этом для лучшего эф-
фекта необходимо знать частоту колебаний 
возбуждаемых систем. 
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Методом голографической интерферометрии визуализирована центральная изгибная мода при возбуж-
дении на частоте первого резонанса основной сдвиговой моды при дополнительных мерах активизации из-
гиба, методом амплитудно-частотных характеристик исследован спектр нечетных изгибных мод сдвигового 
пьезорезонатора со сплошным электродом. Для спектра установлена эквидистантность по шкале частот и 
сделаны отнесения. Предложена модель для единой сдвигово-изгибной моды. Обсуждено воздействие би-
гармонического сигнала на тонкий сдвиговой пьезорезонатор – на двойной частоте межмодовых биений и 
на частоте первого резонанса основной сдвиговой моды. 

Ключевые слова: тонкий сдвиговый пьезорезонатор со сплошным электродом, визуализация изгибов, 
модель эллиптического цилиндра, воздействие бигармонического сигнала, активизация центральной изгиб-
ной моды, спектр нечетных изгибных мод, модуляция на двойной частоте межмодовых биений. 

 

Holographic visualization of flexure and equidistant on frequency scale spectrum of odd flexure modes of pie-
zorezonator with continuous electrodes illustrated in the diagram. Peculiarity of multy mode´s property of thin shift 
piezoplate and predict of possibility of regim of synchronizing of flexure modes have been point at issue.  

Keywords: thin shift piezoplate with continuous electrodes, visualization of flexure, model of elleiptical cylin-
der, activation of central flexure, flexures spectrum, concentration of attention on possibility of synchronizing of odd 
flexure modes for generation of shift- flexure puls under biharmonic excitement. 

 
Введение 

 

В натурном эксперименте установлено, что 
особенностью рассматриваемого в работе пье-
зорезонатора является одновременная генера-
ция объемных акустических волн двух видов – 
сдвиговой и изгибной – для объяснения связан-
ности которых предложена модель, а самую 
связанность следует интерпретировать, как еди-
ную моду: сдвигово-изгибную. В единой моде 
изгибная составляющая является центральной 
модой спектра эквидистантных по частоте не-
четных изгибных мод, исследованного экспе-
риментально. В работе обсуждено воздействие 
бигармонического сигнала на пьезорезонатор 
(ПР) такого типа, когда одновременно с возбу-
ждением на частоте резонанса основной сдви-
говой моды осуществляется модуляция пара-
метров ПР на двойной частоте межмодовых 
биений изгибных мод.  

 

Эксперимент 
 

Целью работы является экспериментальное 
исследование методом голографической интер-
ферометрии единой сдвигово-изгибной моды 
при дополнительной активизации изгибной 
компоненты и предложение модельных пред-

ставлений; экспериментальное исследование 
амплитудно-частотной характеристики ПР в 
частотном промежутке сдвига при высокой ак-
тивности изгиба, а также обсуждение возмож-
ности возбуждения группы нечетных мод в ПР 
со сплошным электродом с одновременной их 
синхронизацией  по аналогии с синхронизацией 
продольных мод в резонаторе лазера [1]. 

В исследованной пьезопластине из керами-
ки цирконата-титаната свинца ЦТС-24 с раз-
мерами 8х5,5х0,2 мм, на которой сплошные 
электроды нанесены от края до края на грани 
8х5,5 мм, поляризация Р перпендикулярна гра-
ням 5,5х0,2 мм и лежит в плоскости X–Z, как 
показано на рис. 1, часть В. Возбуждение ПР 
высокочастотным электрическим сигналом 
производилось на частоте первого резонанса 
основной сдвиговой моды: νr=4195 кГц. При 
этом частота второго резонанса основной сдви-
говой моды, частота антирезонанса νa, прихо-
дится на значение 5551 кГц. Визуализация виб-
раций поверхности широкой грани (8х5,5 мм) 
осуществлена методом голографической ин-
терферометрии (ГИ) с усреднением во времени 
[2] с применением He-Ne лазера (λ=0,63 мкм). 
Время экспозиции t значительно превышало 
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период Т колебаний вибрирующего ПЭ (t ≈ 60 с; 
Т=2·10-7 с). При этом достаточные для регист-

рации амплитуды изгибов λ 0,16
4fA ≈ =  мкм 

получены кратковременным (60 с) примене-
нием режима большого сигнала для специ-
ально отобранного активного ПР. Под режи-
мом большого сигнала понимается электри-
ческое возбуждение ПР переменными полями 
с напряженностями, которые в течение 10 мин 
деполяризуют ПЭ. На рис. 1, часть А, пред-
ставлена голографическая интерферограмма 
вибраций пьезоэлемента 1, закрепленного в 
держателе 2. Подбор оптимально заполяризо-
ванного образца из партии серийных изделий 
был сделан на основании измерения ампли-

тудно-частотных характеристик (АЧХ) ос-
новной моды сдвига резонаторов в интервале 
частот между первым и вторым резонансами. 
Измерялась сила переменного тока, проте-
кающего через ПР, в зависимости от частоты 
приложенного переменного напряжения воз-
буждения при условии, что амплитуда его 
поддерживается постоянной. Практически 
удобнее регистрировать падение напряжения 
U, создаваемое током на резисторе, включен-
ном последовательно с ПР, поэтому АЧХ 
представлена в осях U – ν. 

На АЧХ, рис. 2, зафиксирована немоночас-
тотность резонатора: из записи следует, что  в 
частотном промежутке сдвига (между νr и νa) 
возбуждается несколько эквидистантных по ча- 

 

 
 

Рис. 1. Часть А: голографическая интероферограмма вибрирующей тонкой сдвиговой пьезопластины 
из керамики ЦТС-24 при возбуждении в режиме большого сигнала на частоте резонанса основной 
сдвиговой моды, совпадающей с частотой резонанса изгибной моды (νr  = νq=15). Часть В: сечение X-Z 
пьезопластины: 1, 2 – домены ортогональных ориентаций; Е0 – внешнее поляризующее поле; ЕHF – 
возбуждающее гармоническое высокочастотное поле; a – сплошные электроды. Часть С: аналогия с ка-
чением эллиптического цилиндра. Возникновение крутящего момента сил в поле ЕHF. Деформация по-
верхностей типа «вибрация толщины» при качении эллиптического цилиндра. Часть D: симметричная 

мода Лэмба. Стрелками показано смещение частиц 
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Рис. 2. Амплитудно-частотная характеристика сдвиговой 
пьезокерамической пластины 8х5,5х0,2мм со сплошными 
электродами вблизи частотного промежутка основной 
сдвиговой моды νr = 4195 кГц, νа =5551 кГц. Здесь δ – рас-
стояние по частоте между резонансными частотами νr и νq=15 

 
стоте изгибных мод: пятнадцатая (15), семна-
дцатая (17), девятнадцатая (19) и, немного от-
стоящая, двадцать первая (21). Отнесение стало 
возможным после визуализации и подсчета 
числа полос на голографической интерферо-
грамме для центральной 15-й моды. Дополни-
тельная активизация 15-й изгибной моды имела 
место при  подстройке, а именно, при размеще-
нии первого резонанса 15-й изгибной моды (ν15) 
вблизи первого резонанса сдвига (νr), т. е. ми-
нимизации величины δ= |ν15 – νr|. Использован-
ный способ подстройки, т. е. сближения ν15 и νr 
состоит в уменьшении частотозадающего раз-
мера для изгибов L посредством сошлифовки 
слоя керамики на торцевой грани пластины. 
При этом частота ν15 и весь спектр сдвигаются в 
сторону увеличения (движение по оси частот 
осуществляется только в одну сторону). На 
АЧХ, рис. 2, показан случай, когда δ≠0, но пе-
рекрытие удовлетворительное. В результате 
успешной подстройки в резонаторе были опти-
мально «раскачаны» обе компоненты единой 
моды для регистрации ГИ при возбуждении на 
частоте 4195 кГц. Сдвиг не визуализировался 
ГИ, а для изгибов получена сетка эквидистант-
ных темных полос – см. рис. 1, часть А. Изучая 
голографическую интерферограмму, получен-
ную для одной широкой грани ПР, как прямое 
измерение распределения амплитуд нормаль-
ных деформаций на ней, подчеркнем, что тем-
ные полосы на голографической интерферо-
грамме представляют собой пучности стоячей 
волны изгиба поверхности. Возможны два ва-
рианта изгиба на противоположной стороне. 
Далее будут развиты модельные представле-
ния, позволяющие, в частности, отдать пред-
почтение вибрации толщины, т. е. симметрич-

ной волне Лэмба, смещение частиц в которой 
представлено на рис. 1, часть D [3]. Расположе-
ние полос на пластине позволяет указать на-
правление волнового вектора k объемной аку-
стической волны изгиба,  перпендикулярного к 
полоскам на ГИ и коллинеарного к вектору по-
ляризации Р в ПЭ. Действительно, на рис. 1, 
часть А, вектор Р направлен от держателя вдоль 
широкой стороны. Определенное по ГИ количе-
ство мелких темных полос (15) – число нечет-
ное, вследствие проявления эффекта компенса-
ции зарядов под сплошным электродом [4].  

Они размещены на отрезке длиной 8 мм, 
что позволяет определить длину волны изгиб-
ной моды ПР. Поскольку устанавливалась час-
тота генератора возбуждения 4195 кГц, то ско-
рость распространения изгибной волны 

34,45 10 м/сC = ⋅ , что хорошо согласуется с из-
вестными данными для материала ЦТС-24 [5] и 
подтверждает правильность сделанного выше 
отнесения (несколько искажает представлен-
ную ГИ зафиксированное на ней изгибное ко-
лебание всей системы «ПР + держатель»; оно 
накладывается на сетку мелких полос).  

 
Обсуждение 

 

1. Рассмотрим грань пьезопластины 8х0,2 мм. 
На рис. 1, часть В, ось Х направлена вдоль 
длинной стороны этой грани и совпадает с на-
правлением вектора Р, созданного в процессе 
поляризации ПР. При процедуре поляризации 
исходно изотропная поликристаллическая 
структура керамики приобретает выделенное 
направление, заданное внешним поляризую-
щим полем Е0, причем полная поляризация 
предполагает переориентацию 180-градусных 
доменов – 1 и касается только 12 % 90-градус-
ных доменов, см. рис. 1, часть В [5]. К готовому 
сдвиговому ПР прикладывается переменное 
высокочастотное возбуждающее поле ЕHF, ори-
ентированное вдоль оси Z. Возбуждающее поле 
создает колебания доменов типа 2 и опосредо-
вано по механическому каналу (через деформа-
цию) доменов типа 1 с ортогональной ориента-
цией. Сложение взаимноперпендикулярных ко-
лебаний в среде дает эллиптические траектории 
движения точек внутри нее. Далее в модели для 
бегущей волны предполагается аналогия с ка-
чением эллиптического цилиндра с малым экс-
центриситетом (ε) эллипса в основании – рис. 1, 
часть С. Чистый сдвиг без изгибов реализуется 
при ε = 0. Из опытов с активизированным изги-
бом эксцентриситет ε оценен,  так  как известна 
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толщина пластины (d) и прямо измерена на ГИ 
амплитуда колебаний изгиба поверхности (Аf). 
При большом сигнале ε ≈ 8·10-2. На рис. 1, часть С, 
приведены иллюстрации деталей процесса ка-
чения виртуального эллиптического цилиндра: 
возникновение крутящего момента сил М для 
поляризованного объема при воздействии поля 
ЕHF и характер изгибной деформации на проти-
воположных поверхностях при ε > 0. Развивая 
аналогию с качением эллиптического цилинд-
ра, следует отметить, что установившаяся ско-
рость поступательного движения центра есть 
скорость бегущей волны изгиба поверхности, 
численное значение которой определено выше. 
Работа раскручивания эллиптического цилинд-
ра A= ∫ M·dφ, где φ – угол поворота. Крутящий 
момент тем больше, чем больше эксцентриси-
тет ε, так как в пьезосреде, возбуждаемой пере-
менным электрическим полем, виртуальный 
эллиптический цилиндр имеет электрический 
дипольный момент, который увеличивается с 
увеличением ε. Можно ввести эффективные 
меры инертности эллиптического цилиндра 
(поскольку нет реального переноса массы час-
тиц) – эффективную массу и эффективный мо-
мент инерции. Момент инерции связан с ε. За 
счет внутреннего трения при деформировании 
действует тормозящий момент сил – Мтр. В уста-
новившемся режиме качения ∑Мi = 0, т. е. М = 
= Mтр. Если возрастает работа кручения, то на 
основании теоремы о кинетической энергии 
возрастает кинетическая энергия катящегося 
цилиндра и (соответственно) увеличивается  
доля энергии изгибной моды в единой моде 
сдвига-изгиба. Это достигалось посредством 
уменьшения величины δ (см. АЧХ). В настоя-
щей работе уменьшение δ – единственный ме-
тод активизации 15-й моды изгиба. Рассмот-
ренная модель не имеет трудностей на краю 
пластины, здесь величина модуля изменения 
импульса (∆p) катящегося цилиндра ∆p = 2p и 
должна возникнуть двойная деформация, что и 
устанавливается во всех пучностях стоячей 
волны изгиба. Возвращаясь к анализу сетки 
мелких темных полос на ГИ, отметим, что на 
краях пластины  должны быть, и реально заре-
гистрированы, темные полосы.  

2. Если обозначить для данного ПР частото-
задающий размер мод Лэмба-L, то соседние не-
четные моды, например, 15 и 17 отстоят друг от 
друга по частоте приблизительно на величину 
2∆νq, где ∆νq= C/2L-частота межмодовых бие-
ний. Для рассматриваемого ПР ∆νq = 278 кГц. 

Для частоты любой  q-й моды можно записать: 
νq = qC / 2L. При генерации многих мод Лэмба, 
по обе стороны от частоты резонанса сдвига νr, 
указанная выше ν15 для рассматриваемой пла-
стины, в виду ее особой роли, названа цен-
тральной. Такая генерация спектра синхрони-
зованных нечетных изгибных мод представля-
ется возможной при воздействии бигармониче-
ским сигналом на ПР, а именно: возбуждении 
на частоте резонанса основной сдвиговой моды 
νr по обычной схеме при одновременном воз-
действии на частотозадающий размер L для из-
гибных мод или на пьезосреду ПР на двойной 
частоте межмодовых биений 2∆νq. 

Зависимость D от E в пьезокерамике нели-
нейная, поэтому проявится эффект возникнове-
ния большого числа новых спектральных со-
ставляющих [6]. Рассмотрим более детально, 
считая, что нелинейный элемент обладает сте-
пенной характеристикой, для определенности, 
аппроксимируется многочленом второй степе-
ни, тогда в наборе комбинационных частот 
присутствуют νr + 2∆νq и νr – 2∆νq. Амплитуды 
этих колебаний меньше амплитуд обоих вход-
ных сигналов. Сигнал с частотой (νr + 2∆νq) со-
существует с сигналом 2∆νq в той же нелиней-
ной среде и даст новые частоты: суммарную  
(νr + 2∆νq) + 2∆νq и разностную – вновь νr. По-
следует лавинообразное размножение и конеч-
ным итогом саморазвития комбинационных 
частот станет, в частности, группа, представ-
ляющая особый интерес: νr  ± n · 2∆νq, где n = 0, 
1, 2, … . В этой группе по мере увеличения n на 
единицу мощность снижается примерно вдвое.  

Пьезосреда ПР ограничена – это тонкая 
пластина, у которой размер L является частото-
задающим для изгибных мод. Спектр изгибных 
частот эквидистантный и резонансные отклики 
пластины «проявлены» на АЧХ. Такая пластина 
выступит фильтром для всей совокупности 
комбинационных частот и выделит те из них, 
которые «раскачивают» изгибные моды. Вво-
димая в моды мощность, как и мощность вы-
нуждающего воздействия, убывает от цен-
тральной частоты к периферическим. Имеет 
место распределение мощности по n, максимум 
которого приходится на n = 0. Обращаясь к 
упомянутой аналогии с явлением синхрониза-
ции продольных мод в резонаторе лазера [1], 
отметим отличие первое: оно состоит в том, что 
в случае лазера, для определенности газового 
He-Ne, десять продольных мод (N = 10) в поло-
се усиления активной среды не надо «раскачи-
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вать», их надо только синхронизовать. Накла-
дываемая сетка сигналов с эквидистантными 
комбинационными частотами синхронизует N 
продольных мод, хотя мощность вынуждающе-
го воздействия снижается к периферии (до оп-
ределенного «порога»). Отличие второе заклю-
чается в том, что синхронизованные продоль-
ные моды лазера имеют примерно одинаковые 
амплитуды, тогда как в акустическом резонато-
ре при бигармоническом воздействии синхрон-
но раскачиваются изгибные моды неравных 
амплитуд. Распределение по мощности повто-
рит то, что имеется в вынуждающих сигналах 
на комбинационных частотах. Эффект пичко-
вой генерации лазера при непрерывной накачке 
и модуляции повторить на акустическом резо-
наторе рассматриваемого вида не представля-
ется возможным без специальных мер, вырав-
нивающих мощности синхронизованных из-
гибных мод.  

 

Заключение 
 

В работе приведен результат визуализации 
вибраций тонкой сдвиговой пьезопластины при 
возбуждении на частоте первого резонанса ос-
новной сдвиговой моды, прямо указывающий 
на существование изгибов в ней. Описан метод 
активизации изгибной составляющей. Предло-
жена модель качения эллиптического цилиндра 
для объяснения связанности сдвига и изгиба,  
а также для идентификации зарегистрирован-

ных изгибных деформаций широкой грани пье-
зопластины, как проявления изгибной моды 
определенного вида – симметричной моды 
Лэмба. Проанализирована экспериментальная 
амплитудно-частотная характеристика и сдела-
ны отнесения в полученном спектре нечетных 
изгибных мод. Обсуждена возможность гене-
рации группы синхронизованных нечетных из-
гибных мод при бигармоническом возбуждении 
и необходимая для этого частота модуляции 
параметров пьезорезонатора. Обосновано уста-
новление неравных амплитуд в модах, не по-
зволяющее без специальных мер получить ре-
зультат их интерференции, подобной лазерно-
му при синхронизации продольных мод.  
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Рассматриваются проблемы реализации испытательных процедур энцефалографа. Формирование испы-
тательного сигнала. Анализируется соответствующая современная  нормативная база. 
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The article envisages the problem of test procedure encephalographs. Formation of an exploring signal. The ap-
propriate modern standard base is analyzed. 

Keywords: Encephalograph, test, exploring signal, functional generator, lapse of measurements, checking meth-
ods, test procedure. 

 
При исследовании биомедицинских сигна-

лов часть полезных данных, содержащихся в 
скрытых составляющих этих сигналов, теряется 
при их передаче и обработке. В результате запи-
си, например, ЭЭГ (энцефалограммы), для эко-
номии аппаратных и программных ресурсов, 
приходится проводить предварительную обра-
ботку сигнала (сжатие, очищение от различных 
помех и наводок цифровыми фильтрами), что 
приводит к его искажению [1]. При усилении 
(усилительными каскадами с нелинейными ха-
рактеристиками) и последующей оцифровке в 
снимаемом аналоговом сигнале происходит на-
рушение структурных и функциональных вре-
менных зависимостей. Искажения могут проис-
ходить и по причине использования недорогой и 
некачественной элементной базы. Это снижает 
потенциал развития перспективных медицин-
ских систем и методов обработки информации. 

В свою очередь, используемый в настоящее 
время алгоритм  испытаний медицинских ин-
формационно-измерительных систем представ-
ляет собой просто процесс поверок отдельных 
элементов и узлов тестовыми сигналами, кото-
рые имеют определенные формы и  параметры. 

Рассматривая отдельные элементы системы 
(часто в рассмотрении участвуют далеко не все 
элементы блочно-функциональной схемы) на 
предмет их корректного функционирования,  
а также используя специфические тесты, про-
веряющие только их, мы не можем судить о 
правильной работе всей системы в целом.  

Поэтому стоит рассмотреть процедуру из-
мерения эксплуатационных характеристик бо-
лее полно. Необходимо включить в процесс ис-
следований помимо существующих методик и 
рекомендуемого оборудования также алгорит-
мы метрологического анализа всего процесса 
испытаний, а сами методики дополнить повер-
кой с помощью смоделированного испытатель-
ного сигнала, полученного на основе обобще-
ния большого числа реально существующих 
энцефалограмм как больных, так и здоровых 
людей. Также необходимо включить в тесто-
вый сигнал элементы, имитирующие различно-
го рода наводки и артефакты для реализации 
наиболее полной имитации биологических 
процессов физиологических систем и окру-
жающей обстановки. Все изложенное можно 
отнести и к энцефалографии. 

Ча с т ь  1  Ча с т ь  2 
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Для более подробного рассмотрения про-
цесса испытаний приборов по съему биопотен-
циалов мозга затронем вопросы, связанные как 
с существующими рекомендациями МЭК (Ме-
ждународной электротехнической комиссии) 
по организации самого процесса диагностики 
существующими измерительными средствами, 
так и проведем анализ существующих средств 
диагностики, построенных, как правило, на ба-
зе функциональных генераторов (к ним отно-
сятся ГФ-05 и «Диатест 4»). 

ГФ-05 – это функциональный генератор, 
предназначенный для исследований, настройки, 
испытаний, поверки систем и приборов, исполь-
зуемых в радиоэлектронике, автоматике, прибо-
ростроении, биофизике, медицине, работающих 
в области инфранизких и низких частот [2]. 
Возможность проведения измерений характери-
стик энцефалографов не является его основной 
функцией. Однако прибор используется для 
формирования вспомогательных тестовых сиг-
налов для реализации специфических методик 
поверок, заложенных разработчиками при про-
ектировании энцефалографов. При этом имита-
ция с помощью ГФ-05 ЭЭГ-сигнала с возможно-
стью независимо устанавливать его временные и 
амплитудные параметры является некорректной, 
так как базовый испытательный сигнал должен 
иметь медицинскую подтвержденную практику 
и его невозможно свободно трактовать и изме-
нять. Его характеристики могут изменяться 
только путем замены одного сигнала на другой. 

Автономный функциональный генератор 
«Диатест-4» предназначен для формирования 
прецизионных калибровочных сигналов для 
первичной и периодической поверки электро-
кардиографических ЭКГ (в том числе ЭКГ-
каналов медицинских мониторов), электроэн-
цефалографических, электромиографических, 
реографических приборов отечественного и за-
рубежного производства. Однако с его помо-
щью невозможно создать требуемого многооб-
разия испытательных ЭЭГ-сигналов. Пользова-
телю доступен один оцифрованный сигнал, за-
писанный в ПЗУ (постоянно запоминающее 
устройство) без возможности создания более 
сложных систем поверок [3]. В процессе испы-
таний энцефалографов возникает необходи-
мость в реализации большего числа их реально 
существующих моделей. На стадии проектиро-
вания приборов для снятия биопотенциалов 
мозга разработчики часто создают свои допол-
нительные методики поверок, возможность 

реализации которых также необходимо учиты-
вать при создании испытательного стенда. Это 
невозможно реализовать в «Диатест-4» по при-
чине ограниченности его функций. В целом  
диагностические системы должны проектиро-
ваться с учетом специфики, связанной с меди-
цинскими измерениями, где важно как кор-
ректное формирование самого тестового сигна-
ла, так и метрологическое описание всего про-
цесса испытаний, по возможности, исключая 
влияние человека на сам процесс проводимых 
измерений. Таким образом, для создания базо-
вого испытательного сигнала в соответствии с 
рекомендациями МЭК сформируем основные 
требования к его реализации. 

Базовый испытательный сигнал должен 
иметь: 

1) возможность использования большого 
числа реализаций реально существующих ЭЭГ; 

2) возможность изменения параметров ба-
зовых сигналов для формирования специфиче-
ских тестов, реализующих дополнительные ме-
тодики поверок; 

3) возможность включения в испытатель-
ный сигнал имитации артефактов, шумов, раз-
личного рода наводок; 

4) возможность использования метрологи-
ческого аппарата для формирования функции 
погрешности при создании тестового сигнала; 

5) базовый набор параметров испытатель-
ного сигнала в соответствии с рекомендациями 
МИ 2523–99 [4]. 

Рассмотрим возможные варианты методик 
формирования испытательного сигнала с учетом 
вышеизложенных требований. ЭЭГ-сигнал может 
быть представлен разложением в ряд Фурье со 
сплошным спектром [5]. При этом полное его 
описание достигается бесконечным числом гар-
моник. На практике число гармоник приходится 
ограничивать, что ухудшает точность спектраль-
ного подхода при анализе и моделировании сиг-
нала, и ведет к невозможности применения дан-
ного метода. Цифровое представление испыта-
тельного сигнала ограничено потребностью в до-
полнительных системных ресурсах из-за 
больших массивов информации. Это приводит к 
неоправданному разрастанию системы. Пред-
ставление ЭЭГ-сигнала как процесса, имеющего 
случайную природу происхождения, позволит 
нам сформировать испытательный сигнал, более 
удовлетворяющий перечисленным выше требо-
ваниям. Используя математический аппарат тео-
рии вероятностей, опишем ЭЭГ-сигнал. 
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Рис. 1. Реализации случайного процесса ЭЭГ 
 
На рис. 1. показана совокупность трех реа-

лизаций случайного процесса ЭЭГ – 1( ),ix t  

2 3( ), ( )i ix t x t . При фиксированном значении мо-
мента времени 1t t=  в первой реализации полу-
чим 1 1( )x t , во второй – 2 1( )x t , в третьей – 

3 1( )x t … n-й 1( )nx t  [6]. Для описания случайных 
процессов ЭЭГ будем использовать нормаль-
ный закон распределения, для которого плот-
ность распределения вероятности определяется 
формулой: 

2 2( ) 21
2( , ) x ax t e− − σ
πσ

ω = , 

где а – среднее значение, а σ2 – дисперсия нор-
мального процесса для момента времени ti. Для 
полного параметрического описания поведения 
случайной величины при нормальном законе 
распределения достаточно определения только 
двух параметров: математического ожидания  
и дисперсии. Момент 1-го порядка является 
средним значением случайной выборки при не-
котором значении времени:  

{ } 1( ) ( , ) ( ) ( )M t x x t dx t a t
∞

−∞

ξ = ω = ξ =∫ . 

Момент 2-го порядка равен среднему от квад-
рата случайной выборки: 

{ }2 2( ) ( , )M t x x t dx
∞

−∞

ξ = ω∫ . 

Дисперсия: 

{ } [ ]{ }2( ) ( ) ( )D t M t a tξ = ξ − =  

[ ]2 2( ) ( , ) ( )x a t x t dx t
∞

−∞

= − ω = σ∫ . 

В случае, если потребуется дополнить нашу 
выборку новыми ЭЭГ-реализациями или вклю-
чить в ее состав дополнительные тестовые функ-
ции сигналов с наличием в них шума, помех, на-
водок, артефактов с учетом того, что все они ста-
тистически независимые, можно записать: 

1 1( , ) ( , ) ( , )x t x t y tω = ω ω , 
где ( , )x tω  – результирующая плотность рас-
пределения вероятности; 1( , )x tω  – базовая 
плотность распределения вероятности, постро-

енная на основе реальных сигналов; ( , )y tω  – 
дополнительная плотность распределения ве-
роятности [7]. Используя плотность распреде-
ления вероятности, построенную по большому 
числу реальных ЭЭГ-сигналов (реализаций), 
снятых от разных пациентов, мы сможем полу-
чить многообразие тестовых сигналов. Из них с 
определенной долей вероятности будут реали-
зованы и сами реальные  отведения, на базе ко-
торых и была получена испытательная функция 
распределения. Это удовлетворяет требованиям 
формирования базовых ЭЭГ-сигналов. Одно-
временно возможно получение случайных 
функций, представляющих собой вариации 
ЭЭГ-отведений, что создает дополнительные 
испытательные возможности.  

Для учета особенностей природы изменения 
ЭЭГ-сигнала, принадлежащего конкретному па-
циенту, следует проводить корреляционный ана-
лиз энцефалограммы для выявления степени за-
висимости между сечениями случайной функции, 
относящимися к различным моментам it  [8].  

Важным фактом при построении испыта-
тельного стенда, на котором воспроизводится 
испытательный сигнал, является возможность 
формирования с помощью стенда функции ис-
пытательного сигнала по мере накопления но-
вой информации о нем и его динамической об-
работке в процессе съема. 

Для реализации схем испытаний электроэн-
цефалографов рассмотрим общую схему измери-
тельного стенда, формирующего испытательные 
процедуры с выбранной математической моде-
лью. Организация метода метрологического экс-
перимента возможна двумя способами, представ-
ленными на рис. 2, c помощью эталонного сред-
ства измерений и эталонного средства воспроиз-
ведения значения величины [9].  

 

 
 

Рис. 2. Организация метода метрологического эксперимента 
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Здесь ГТС – генератор испытательных сиг-
налов; ИСИ – испытуемое измерительное сред-
ство; ЭСИ – эталонное средство измерений;  
ВУ – вычитающее устройство, формирующее 
оценку погрешности; ГЭС – генератор эталон-
ных сигналов, воспроизводящий действительное 
значение; Fэ – эталонная функция [9]. Оба пред-
ставленных способа позволяют эксперименталь-
но оценить полные погрешности, включающие в 
себя как методические, так и инструментальные 
составляющие. Учитывая особенности предло-
женного ранее способа формирования испыта-
тельного сигнала, будем в дальнейшем исполь-
зовать метод эталонного средства воспроизведе-
ния значения величины, что позволит нам в 
полной мере с учетом предложенных методик 
реализовать процесс испытаний энцефалогра-
фов. В результате, возможно разработать испы-
тательный стенд, позволяющий формировать 
испытательные сигналы, построенные на основе 
большого числа реальных отведений ЭЭГ с воз-
можностью учета вспомогательных тестовых 
функций шумов, наводок, артефактов, удовле-
творяющий требованиям МЭК и учитывающий 
наличие специфических методик поверок, реа-

лизованный по метрологически правильной 
схеме формирования испытательных процедур, 
принимая во внимание медицинскую специфику 
проводимых измерений. 
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В работе проводится анализ измерительной ситуации в гематологических исследованиях и выделение 
математических моделей, необходимых для ее формализации. Рассматривается уравнение измерительной 
процедуры на примере анализа количества эритроцитов в периферической крови. На основании таблицы, 
характеризующей содержание эритроцитов в крови в норме в зависимости от возраста пациента, определена 
погрешность, возникающая при игнорировании фактора возраста при анализах крови. 
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In this paper we analyzed the situation in the measurement of hematological research and the selection of mathe-
matical models needed for its formalization. Consider the equation of measuring procedure to the analysis of the num-
ber of erythrocytes in the peripheral blood. Based on the table, describing the content erythrocytes in blood in normal, 
depending on the patient's age, defined the error that occurred when ignoring the factor of age with a blood test.  

Keywords: metrological analysis, measurement procedure, blood test, content erythrocytes, hematological re-
search. 

 
Ранее [1] классифицировались погрешно-

сти, возникающие на преаналитическом этапе 
исследования; при этом говорилось, что любое 

воздействие на организм пациента может при-
вести к тому, что результат гематологического 
измерения будет недостоверным. В настоящее 
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время гармонизация исследований крови за-
ключается в том, чтобы брать пробу у пациента 
рано утром, пока организм не подвергся психо-
логическим или физическим нагрузкам; прове-
дении анкетирования пациентов, помогающего 
определить достоверность полученных резуль-
татов и т. д. Эти мероприятия снижают количе-
ство ошибочных результатов, но не дают ответа 
на вопрос как то или иное воздействие влияет 
на результат гематологического измерения. 

Кроветворная система организма больного 
неразрывно связана с процессом гематологиче-
ского исследования, так как от результата ее 
деятельности зависит биопроба, поэтому имеет 
смысл говорить о биоинструментальной ин-
формационно-измерительной системе (ИИС).  
В биоинструментальной ИИС первичным пре-
образователем многопараметрического входно-
го воздействия на организм является сам био-
логический объект, при этом она содержит в 
себе математическую модель исследуемого 
объекта, основанную на первоначальных пара-
метрах биологической модели. 

Для проведения метрологического анализа 
необходимо определить измерительную проце-
дуру, выделить информационные потоки и 
управляющие воздействия на каждом тапе пре-
образования измеряемой величины. Результаты 
исследований в этом направлении были опуб-
ликованы в [2, 3, 4]. 

С целью дальнейшего метрологического 
анализа необходимо формализовать измери-
тельную процедуру и проанализировать влия-
ние внешних факторов на гемопоэтическую 
систему организма человека. С помощью фор-
мализованного описания объектов, условий, 
процедур и средств измерений обеспечивается 
функционирование измерительных автоматов,  
а также решаются задачи метрологического 
анализа. 

Для разных задач необходимы различный 
состав и структура моделей, но в любом случае 
работа измерительного автомата требует ис-
черпывающей формализации описаний исполь-
зуемых объектов и выполняемых процедур. 

В целом, аппарат описания математических 
моделей [5, 6] объектов ОM , условий УM , про-
цедур ПM  и средств измерений развивается по 
следующей схеме: процедура измерений, опи-
санная измерительным уравнением – объект 
измерений, заданный входным воздействием – 
средство измерений или измерительный мо-
дуль – условия измерений. Таким образом, 

можно конкретизировать модель применитель-
но к решаемым задачам, определенным видом 
измеряемой величины, условиями измерений, 
предъявленными требованиями и накладывае-
мыми ограничениями. 

Такое описание задачи представляет модель 
измерительной ситуации СИТМM , включающая 
формализованное представление знаний свойств 
измеряемой величины и входного воздействия, 
условий измерений, вида процедуры и состава 
имеющегося измерительного ресурса, а также 
предъявленных требований и наложенных ог-
раничений. 

В общем случае СИТМM  имеет вид: 

( ) ( )(СИТ УММ ,MM ,ММ ,F L tγ γ= λ = γ =
 

( ) { } { } )1 M 11
... , MM , P

i

m S
m S si

R R t P
==

= γ ,  (1) 

где ( )Fλ = γ  – функциональная связь; γМM  – 
математическая модель входного воздействия; 

УМM  – математическая модель условий изме-
рения; ( ) ( )1...mL t R R tγ = γ  – измерительная про-
цедура; MМM

i
 – математическая модель средств 

измерения, при этом i – номер измерительного 
модуля; { } 1

PS
S s

P
=

 – совокупность отношений, 
представляющих требования и ограничения. 

В зависимости от метода анализа крови 
функциональная связь λ  в модели измеритель-
ной ситуации (1) будет различной; как говори-
лось ранее в [1, 2], наиболее распространены 
два класса приборов: первый измеряет измене-
ние электрического сопротивления, второй – 
отклонение световых лучей. Так как количество 
форменных элементов крови не измеряется не-
посредственно, то функция F(.) ставит в соот-
ветствие входному сигналу соответствующую 
измеряемую величину. 

Математическая модель входного воздейст-
вия в (1) включает в себя те сведения, которые 
необходимы для конкретной решаемой задачи, 
например, соотношение свойств входного воз-
действия и характеристик используемого сред-
ства измерения. Поэтому в общем виде, если 
имеются сведения о динамических характери-
стиках, диапазоне воспринимаемых значений 
входного воздействия [ ]min max,γ∈ γ γ  и его веро-

ятностных характеристиках ( ) ( )( )1 ,..., nt tω γ γ , 
она имеет вид:  

[ ] ( ) ( )( )( )min max 1ММ ( ), , , ,..., nt t tγ = γ γ∈ γ γ ω γ γ .  
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Математическая модель, заданная таким обра-
зом является минимальной по составу и при 
необходимости может быть дополнена. 

Математическая модель условий измерений 
включает в себя сведения о тех характеристи-
ках, которые оказывают влияние на свойства 
входных воздействий и средств измерений,  
а следовательно, и на свойства результатов из-
мерений. Условия измерений представляются 
параметрами окружающей среды, влияющими 
на свойства средств измерений, и характери-
стиками нежелательных физических воздейст-
вий, искажающими входные воздействия и ре-
зультаты преобразований. В данном случае 
речь идет о факторах, действие которых мало 
для того, чтобы вызвать адаптационный ответ 
гемопоэтической системы, но достаточно для 
влияния на процесс измерения в целом. Поэто-
му в общем виде модель измерения можно 
представить так:  

                       
{ } { }( )У 1 1

ММ = ,i piS S
is iss s

Pα

= =
α ,            (2) 

где { } 1
iS

is s
α

=
α  – параметры, а { } 1

piS
is s

P
=

 – отношения, 
характеризующие окружающую среду и воз-
действующие физические поля.  

Взаимодействие физических полей, иска-
жающих входные воздействия или промежу-
точные результаты, принято [7] представлять в 
виде аддитивных ( )n t  или мультипликативных 

( )g t⎡ ⎤γ⎣ ⎦  
помех, тогда в общем виде математиче-

ская модель условий измерения (2) примет вид: 

( ) ( ) ( ) { }( )У 1
ММ ' , iS

is s
t g t n t α

=
⎡ ⎤= γ = γ + α⎣ ⎦ . 

Уравнение измерительной процедуры, яв-
ляющееся четвертым составляющим рассмат-
риваемой модели (1), для гематологических 
аналитических исследований было определено 
ранее в [3, 4], причем там оговаривалось, что 
процессы дифференцировки и пролиферации 
идут разными путями для различных формен-
ных элементов крови, поэтому, в зависимости 
от метода измерения, за основу надо взять не-
обходимое уравнение; например, для эритроци-
тов оно будет иметь вид: 
                ( ) ( )5 4 3 2 1

6 6 6 6 3...8 ( )j jt R R R R R Q tγ = ,           (3) 

где внешнее воздействие ( )jQ t  запускает сле-

дующий адаптационный процесс: 1
3...8R  – воздей-

ствие колониестимулирующего фактора на по-
липотентную стволовую кроветворную клетку, 
в том числе интерлейкинов (ИЛ) ИЛ-1, ИЛ-3, 

ИЛ-4, ИЛ-5, ИЛ-6 приводит к образованию ко-
лониеобразующей единицы гранулоцито-, 
эритро-, моноцито- и тромбоцитопоэза 1

3...8L ; 
2
6R  – влияние фактора стволовых клеток на фо-

не ИЛ-3 и ИЛ-9 приводит к образованию бур-
стобразующих единиц эритропоэза 2

6L ; 3
6R  – 

воздействие эритропоэтина, вместе с продол-
жающимся действием фактора стволовых кле-
ток на фоне ИЛ-3, ИЛ-6 и гранулоцитарномак-
рофагального колониестимулирующего факто-
ра ведет к образованию колониеобразующей 
единицы эритроцитов 3

6L ; 4
6R  – при дальней-

шем воздействии эритропоэтина клетка диффе-
ренцирует сначала в нормобласт 4

6L , а затем  
5
6R  – в эритроцит ( )j tγ , количество которых 

будет измерено гематоанализатором. 
В результате выполнения всех описанных 

преобразований формируется биопроба, посту-
пающая на вход гематоанализатора, который 
производит еще ряд преобразований входного 
воздействия, которые в операторном виде 
представлены ниже: 

*
j R DP S ADC IB FORM US FRR R R R R R R Rλ =  

( )KK K P2 P1
i

U C I L jR R R R R R R R tγ , 

где ( )j tγ  – анализируемая проба (3); j – номер 
анализа; P1R  – оператор разбавления; P2R  – 
оператор дополнительного разбавления; LR  – 
оператор лизации раствора и обработки раство-
ром Драбкина; IR  – оператор регистрации им-
пульсов; KR  – оператор регистрации количест-
ва импульсов; i

CR  – операция подсчета, где I = 
1, …, 6 – порядковый номер счетной камеры; 

KKR  – оператор калибровки; FRR  – оператор 
фильтрации; USR  – оператор усреднения; FORMR  
– оператор формирования выходного сигнала; 

IBR  – оператор обработки интерфейсным бло-
ком; ADCR  – оператор аналого-цифрового преоб-
разования; SR  – оператор коммутации; DPR  – 
оператор заключительной обработки; RR  – опе-
ратор отображения. 

Математическая модель измерительных мо-
дулей содержит сведения, позволяющие вклю-
чить их в состав данной измерительной цепи 
(по виду выполняемого преобразования) и для 
установления совместимости входных и вы-
ходных воздействия (по виду динамических ха-
рактеристик и диапазонам возможных значе-
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ний). Аналогично математической модели ус-
ловий измерения (2), модель измерительного 
модуля должна содержать сведения об услови-
ях, для которых приводятся номинальные ха-
рактеристики модуля и их влияния на его ха-
рактеристики. В совокупности эти сведения 
можно записать в виде  

( ) { } { }( )M 1 1
ММ . , ,i pi

i

S S
i is iss s

R Pα

= =
= α , 

где { } 1
iS

is s
α

=
α  – параметры, а { } 1

piS
is s

P
=

 – отношения, 
характеризующие окружающую среду и воз-
действующие физические поля, влияющие на 
рабочие характеристики модуля; ( ).iR  – реали-
зуемое i-м модулем преобразование. 

В то же время, кроветворение можно рас-
сматривать как своеобразную колебательную 
систему, в которой происходят колебания раз-
ных типов физико-химических и морфологиче-
ских параметров, протекающих в относительно 
узких границах; систему, остро реагирующую 
практически на любые воздействия, которым 
подвергается организм, особенно при гематоло-
гических заболеваниях, действии ионизирующе-
го излучения и разного рода цитостатиков.  

В настоящее время приняты следующие ин-
тервалы нормы для состояния периферической 
крови человека, отраженные в таблице, однако 
они, как говорилось ранее [1, 2, 3], зависят от 
целого ряда факторов Q, которые, влияя на со-
стояние кроветворной системы организма, 
сдвигают интервал нормы в ту или иную сто-
рону. Примером такого сдвига является зави-
симость количества форменных элементов кро-
ви от возраста пациента. 

Количество эритроцитов в крови – один из 
наиболее важных показателей системы крови. 
Содержание эритроцитов в крови в норме 
представлено в таблице [8]. 

Границы интервалов установлены в соот-
ветствии с принятыми нормальным законом 
распределения [9] и практическим «правилом 
трех сигма», когда вероятность попадания из-
меряемой величины в заданный интервал равна 

0,9973P = . Это позволяет для каждой возрас-
тной группы восстановить величину дисперсии. 
Если измеряемая величина ( )ix t  имеет нижнюю 
границу ( )down ix t  и верхнюю ( )up ix t , то весь ин-

тервал ( ) ( ) ( ) ( )6i up i down i ix t x t x t tΔ = − = ⋅σ . Здесь 
аргумент it  обозначает i -ю возрастную группу 
(возраст). 

Содержание эритроцитов в крови в норме 
 

Возраст Женщины,  
10 12/л 

Мужчины,  
10 12/л 

Кровь из пуповины 3,9–5,5 3,9–5,5 

1–3 дня 4,0–6,6 4,0–6,6 

1 неделя 3,9–6,3 3,9–6,3 

2 недели 3,6–6,2 3,6–6,2 

1 месяц 3,0–5,4 3,0–5,4 

2 месяца 2,7–4,9 2,7–4,9 

3–6 месяцев 3,1–4,5 3,1–4,5 

0,5—2 года 3,7–5,2 3,4–5,0 

3–12 лет 3,5–5,0 3,9–5,0 

13–16 лет 3,5–5,0 4,1–5,5 

17–19 лет 3,5–5,0 3,9–5,6 

20–29 лет 3,5–5,0 4,2–5,6 

30–39 лет 3,5–5,0 4,2–5,6 

40–49 лет 3,6–5,1 4,0–5,6 

50–59 лет 3,6–5,1 3,9–5,6 

60–65 лет 3,5–5,2 3,9–5,3 

> 65 лет 3,4–5,2 3,1–5,7 

 
Поскольку верхняя ( )up ix t  и нижняя ( )down ix t  

границы меняются в зависимости от it , то для 
них можно посчитать статистические харак-
теристики математического ожидания, соответст-

венно ( )
1

1 N

up up i
i

x t
N =

μ = ∑  и ( )
1

1 N

down down i
i

x t
N =

μ = ∑ , 

а также среднеквадратического отклонения, со-
ответственно  

( )( )2

1

1 N

up up i up
i

x t
N =

σ = −μ∑  

и            ( )( )2

1

1 N

down down i down
i

x t
N =

σ = −μ∑ . 

Знание величины дисперсии ( )itσ  позволя-
ет записать закон распределения ( ), if x t  зна-
чений x  внутри возрастной группы:  

     ( )
( )

( )( )
( )

2

2

1, exp
22

i
i

ii

x t
f x t

tt

⎛ ⎞− μ
⎜ ⎟= −
⎜ σ ⎟σ ⋅ π ⎝ ⎠

.    (4) 

Для вычисления величины погрешности, 
возникающей при неучете фактора возраста, 
определим среднее значение плотности распре-
деления по возрастным группам как функцию 
x ; с учетом (4) получим: 



                                                                  ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

 

68 

( ) ( )
11

1 ,
Nt

avg i i
N t

f x f x t dt
t t

= =
− ∫  

( ) ( )
( )( )
( )

1

2

2
1

1 1 exp .
22

Nt
i

i
i itN

x t
dt

t tt t

⎛ ⎞−μ
⎜ ⎟= ⋅ −

σ ⎜ σ ⎟− π ⎝ ⎠
∫  (5) 

Поскольку изначальный формат данных 
имеет дискретную структуру, то при интегри-
ровании (5) логично воспользоваться дискрет-
ными значениями ( )itμ  и ( )itσ , далее от инте- 

грала перейти к формату конечной суммы, вос-
пользовавшись формулами численного интег-
рирования. 

Так, для метода прямоугольников будем 
иметь:  

( )rect
avgf x =  

( ) ( )
( )( )
( )

2
1

1
2

11

1 exp
22

N
ii i

i i iN

x tt t
t tt t

−
+

=

⎛ ⎞− μ− ⎜ ⎟= ⋅ −
σ ⎜ σ ⎟− π ⎝ ⎠

∑ . (6) 

Для метода трапеций получим  
 

                 ( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

2 2
1

1
2 2

1 11

1 exp exp
2 2 22

N
i itrap i i

avg
i i iN

x t x tt tf x
t tt t

−
+

= +

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− μ −μ− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ − + −
⎜ ⎟⎜ σ ⎟ ⎜ σ ⎟− π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ .                   (7) 

 
Зная закон плотности распределения веро-

ятности, можем получить значение вероятности 
Р попадания величины х в интересующий нас 
интервал (в данном случае в интервал от ниж-
него значения математического ожидания downμ  
до верхнего значения upμ ). 

Для метода прямоугольников (6)   

( ) 0,91605
up

down

rect rect
avgP f x

μ

μ

= =∫ . 

Для метода трапеций (7)  

( ) 0,91628
up

down

trap trap
avgP f x

μ

μ

= =∫ . 

Исходные диапазоны имеют вероятность 
0,9973P =  попадания в них величины x  внут-

ри возрастной группы it . Видно, что игнориро-
вание фактора возраста приводит к снижению 
достоверности получаемых значений, то есть 
погрешность классификации возросла с 0,37 до 
8,37 (8,39) %. 
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Электрический разряд представляет собой уникальное, протекающее с высокой скоростью явление и 
находит широкое применение как в фундаментальных научных исследованиях, так и в различных техноло-
гических процессах, что определяет актуальность данной проблемы. В настоящей работе рассмотрена мате-
матическая модель, в которой дана оценка амплитуды давления волны, генерированной электрическим 
взрывом плоской кольцевой фольги в замкнутом пространстве в виде усеченного конуса с непроницаемыми 
стенками. Взрывающаяся фольга играет роль инициатора электрического разряда, а процесс протекания 
разряда является квазистатическим. Произведена тарировка пьезокерамического преобразователя давления с 
использованием методики падающего груза. Представлены результаты регистрации и измерения импульс-
ного давления ударно-акустической волны электрического взрыва плоской кольцевой фольги во взрывной 
камере конусной геометрии с конденсированной средой.  

Ключевые слова: информационно-измерительная система, пьезокерамический преобразователь давле-
ния, плоская кольцевая фольга, электрический взрыв, конденсированная среда, ударно-акустическая волна. 

 

The electrical discharge represents a unique proceeding with high speed, the phenomenon and finds wide appli-
cation, both in fundamental scientific researches, and in various technological processes that determines an urgency 
of the given problem. In the present work the mathematical model in which the estimation of amplitude of pressure 
of the wave generated by electric explosion of a flat ring foil in closed space as the truncated cone with impenetrable 
walls is observed. The blowing up foil plays a role of the initiator of the electric discharge, and process of course of 
the discharge is quazistatical. Using a technique of a falling cargo is made graduation the piezoceramic converter of 
pressure. The results of registration and measurement of pulse pressure of a shock-acoustic wave of electric explo-
sion of a flat ring foil in the explosive chamber cone is submitted to geometry with the condensed environment.  

Keywords: the information-measuring system, the piezoceramic converter of pressure, flat ring foil, the electric 
explosion, the condensed environment, shock-acoustic wave. 

 
Введение 

 

Формирование мощного импульсного воз-
действия на объект с использованием высоко-
скоростного выделения энергии электрического 
поля относится к 60-м годам прошлого столе-
тия [1]. Электрический разряд, электрический 
взрыв проводников (ЭВП) сопровождаются ге-
нерацией электромагнитных излучений, фор-
мированием ударных волн, получением нано-
размерных металлических порошков и т. д. Это 
(и многое другое) определяет актуальность 
проблем и требует проведения дальнейших на-
учных исследований в данной сфере [2–6]. 

Целью данной работы является представле-
ние математической модели оценки давления, 
разработка и апробирование методики регистра-

ции и измерения импульса давления ударно-
акустической волны, генерируемой электриче-
ским взрывом плоской кольцевой фольги 
(ЭВКФ) в замкнутой взрывной камере конусной 
геометрии с конденсированной (жидкой) средой.  

Реализация электровзрывных процессов 
представляет собой сравнительно несложную 
техническую задачу [2, 7]. Исследование про-
цессов ЭВП осуществляется на базе информа-
ционно-измерительной системы, представлен-
ной на рис. 1, где аббревиатурами обозначены 
составные элементы: ГИТ – генератор им-
пульсных токов; БУ – блок управления; ВК - 
взрывная камера; ВЭ – взрывающийся элемент; 
ПИД – пьезопреобразователь импульса давле-
ния; ПИТ – преобразователь импульса тока;  
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ПН – преобразователь напряжения; ПД – пла-
стинчатый датчик давления; АЦП – аналого-
цифровой преобразователь; ПК – персональный 
компьютер.  

 

 
 

Рис. 1. Блок-схема информационно-измерительной системы 
 

Математическая модель 
 

Одним из способов генерации плоской 
ударно-акустической волны является использо-
вание электрического взрыва фольги, выпол-
ненной в виде плоского кольца [8], с подачей 
разности потенциалов на центральную и пери-
ферийную ее части. Для оценки давления удар-
ной волны плоскую кольцевую фольгу, имею-
щую малую толщину и незначительную разни-
цу внешнего и внутреннего диаметров, предла-
гается рассматривать в качестве инициатора 
электрического разряда и не рассматривать фи-
зические процессы, протекающие в металличе-
ской фазе. Также считаем, что процесс проте-
кания разряда является квазистатическим [9],  
т. е. время достижения максимального значения 
тока разряда намного больше времени прохож-
дения звуковой волны вдоль камеры.  

Далее, следуя [9], имеем условие сохранения 
массы воды constV ′ρ = , где ρ  – плотность жид-
кости; V ′  – объем жидкости; отсюда получаем: 

                             0

0

V
V
′ρ

=
′ρ
.                           (1) 

Воспользуемся уравнением состояния жид-
кости в форме Тэта [9]: 

               0 0( ) 1P P A α⎡ ⎤≈ + ρ ρ −⎣ ⎦ ,                (2) 

где P  – давление в камере, равное давлению в 
канале разряда для квазистатического режима; 

0ρ  – начальная плотность жидкости; 0P  – на-
чальное давление; для воды коэффициенты 

83,05 10 Па,A = ⋅  7,15α = . Объем жидкости, 
вовлеченной в процесс возмущения электриче-
ским взрывом плоского кольца из фольги, 
представляет собой усеченный конус с соответ-

ствующими геометрическими параметрами 
(рис. 2), объем которого равен:  

( )2 2
0 3

HV R r R rπ′ = + + , 

где Н – высота конуса; R  и r  – радиусы осно-
ваний конуса.  
 

 
 

Рис. 2. Модель замкнутого пространства конусной  
геометрии с взрывающейся кольцевой фольгой 

 
Таким образом, рассматриваем задачу [10], 

в которой жидкость находится в замкнутой 
взрывной камере, выполненной в виде усечен-
ного конуса с недеформируемыми стенками. 
Считаем также, что разряд является самопри-
жатым и расширение плазменного образования 
происходит только вследствие увеличения вы-
соты h ; в этом случае внешний кR  и внутрен-
ний кr  радиусы канала разряда равны соответ-
ственно внешнему 1R  и внутреннему 1r  радиу-
сам фольги; тогда из (1) имеем:  

        
( )

( ) ( )
2 2

2 2 2 2
0

,
3 к к

H R r R r

H R r R r h R r

+ +ρ
=

ρ + + − −
       (3) 

Подставляя (3) в (2) и учитывая, что 0P P〈〈 , 
получаем: 

  0( ) 1 1
3

HP A A
H h

α

α
⎡ ⎤⎛ ⎞χ⎡ ⎤≈ ρ ρ − = ⎢ − ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ χ − δ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

;   (4) 

здесь введены обозначения: ( )2 2 ;R r R rχ = + +  

( )2 2
к кR rδ = − . Введем еще одно обозначение 

3hx
H
δ

=
χ

 и перепишем (4) в следующем виде: 

                         ( )1 1P A x −α⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ .                  (5) 
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Уравнение баланса энергии в канале разряда 
представляется [5] в виде: 

                 
( )

( )2 1
1c

d PVd VI R P
d t d t

= +
γ −

,          (6) 

где 1,22 1,3γ = ÷  показатель адиабаты плазмы 
[9]. Сопротивление кольцевого плазменного 
образования в радиальном направлении при-
ближенно равно: 

                    1

1

1
2C

R cR n
h r h

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟π σ σ⎝ ⎠

,              (7) 

где 
( )1 1

2
n R r

c =
π

; σ – удельная электропрово-

димость плазмы; 1R  – внешний радиус; 1r  – 
внутренний радиус кольцевой фольги, причем в 
нашем случае 1R r= , т. е. внешний радиус 
кольцевой фольги равен внутреннему радиусу 
меньшего основания конуса. Тогда для уравне-
ния (6) получаем: 

            ( ) ( )
2

1
I c dt d P h P d h

h
π

= δ + π δ
σ γ −

.        (8) 

При введении новой переменной 

( )21
cI t R d t

AV
τ = ∫  и обозначив P

A
θ = , получа-

ем уравнение: 

                 
( ) ( )1 1

1
d dx x

x d d
= θ + θ

γ − τ τ
.             (9) 

Решением уравнения (9) относительно τ при ус-
ловии ( ) 14const (0,3 3) 10 Ом×м −σ = ≈ ÷ ⋅  является 

( )
( )
( )

( ) 12 2 1
1 1 ( 1)

x xx
−α+⎡γ − −

τ = θ + +⎢
γ − γ − α −⎢⎣

 

( ) 2 21 1
( 1)( 2) 2

x x
−α+ ⎤− −

+ − ⎥
α − α − ⎥⎦

.   (10) 

Выражение (10) позволяет определить пара-
метр τ в зависимости от роста высоты кольца 
плазменного канала (рис. 3, а) при следующих 
начальных  геометрических размерах фольги: 

3
1 5 10 мr −= ⋅ ; 3

1 12.5 10 мR −= ⋅ ; и высоты конуса 
3

1 15 10 мH −= ⋅ ; 3
2 30 10 мH −= ⋅ ; 3

3 45 10 мH −= ⋅ ; 
3

4 60 10 мH −= ⋅ , тогда высота плазменного коль-
ца изменяется в пределах ( ) 30 6 10 мh −= ÷ ⋅ . 

Используя параметр τ, получаем выраже-
ние, определяющее давление как функцию из-
менения высоты h плазменного канала при ана-
логичных геометрических размерах фольги и 
конуса (рис. 3, б): 

                 
( )

( )
2 2

1

2 2

3 A r r
P h

H R Rr r

α −
=

+ +
.             (11) 

В качестве примера можно привести резуль-
таты расчетов, показывающие, что при увеличе-
нии высоты  расширяющегося кольцевого плаз- 
менного канала до 31,3 10 мh −≈ ⋅ , амплитуда 
давления в зоне, расположенной на расстоянии 

315 10 мH −= ⋅ , достигает 810 10 ПаP ≈ ⋅  (рис. 3, б). 
 

 
                                        а                                                                                     б 
 

Рис. 3. График зависимости: 
а – параметра τ(h) от высоты плазменного канала для различных H; б – давления от высоты плазменного канала для различных Н 

 
Методика тарировки пьезокерамического  

преобразователя 
 

Тарировка пьезопреобразователя давления 
осуществлялась методом падающего груза. Ус-
тановка для тарировки представляла собой ме-

таллический цилиндр с поршнем, заполненный 
несжимаемой передающей жидкой средой.  
В нижней части цилиндра на боковой поверх-
ности устанавливались симметрично с противо-
положных сторон пьезопреобразователь (ЦТС-19) 
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и малоинерционный механический индикатор 
(индикатор часового типа ИЧ 10 МН). При воз-
действии падающего груза на поршень в среде 
возникает импульсное возмущение, которое 
передается на пьезопреобразователь давления и 
механический индикатор, посредством которо-
го измеряется перемещение поршня. С измене-
нием высоты Н подъема груза изменяется его 
импульс и, соответственно, величина амплиту-
ды импульсного воздействия на передающую 
среду. Используя законы сохранения, можно 
придти к выражению, определяющему среднее 
значение амплитуды давления: 

          тр
1

0 1 1 1

( 3)( )
( 3)

FM m M m g HP
m M m h S S
+ +

〈 〉 = −
+ + Δ

,      (12) 

где М и m – масса груза и штанги, выполненной 
в виде сплошного стержня, жестко соединен-
ной с грузом и имеющей горизонтальную ось 

вращения; 0m  – масса поршня; 2
1 2

1

Sh h
S

Δ = Δ , 

1hΔ  – перемещение поршня при ударе; 1S  – 
площадь сечения цилиндра; 2hΔ  – показание 
индикатора; 2S  – площадь сечения цилиндра 
индикатора; трF  – сила трения поршня. 

В то же время давление, возникающее при 
гидроударе, можно оценить по формуле Жу-
ковского [11]: 

                          2 1P c= ρυ ,                          (13) 
где ρ  – плотность жидкости;  υ1 – средняя ее 
скорость в цилиндре; c  – скорость распростра-
нения ударной волны в воде, 1500 м сc = .  

Зная значение k жесткости пружинного ме-
ханизма механического индикатора, можно по-
лучить: 

           
2 2

тр1 1 2
3 2

2 2 2

2(1 )
2

x Fc S k hP
S S S

− ρ υ
= + + ,         (14) 

где 0,3xc =  – коэффициент лобового сопротив-
ления; трF  – сила трения.  

С другой стороны, зная значение пьезомо-
дуля пьезокерамического преобразователя (в на-
шем случае 101 10 Кл Н−δ = ⋅ ) и значение отно-
сительной диэлектрической проницаемости, 
измеренное, в частности, измерителем имми-
танса Е7-14 ( 1750ε= ), можно оценить давление 
как функцию напряжения, генерируемого пье-
зопреобразователем: 

                         0
4 .P U

d
ε ε

=
δ ⋅

                       (15) 

Также тарировку пьезопреобразователя дав-
ления можно осуществить с применением ме-
ханического воздействия на металлический 
датчик, подвергая его пластической деформа-
ции. Для повышения точности тарировки пье-
зопреобразователя давления использовалась 
экспериментальная установка (рис. 4), где в ка-
честве механического датчика давления ис-
пользовалась круглая металлическая пластина с 
жестко закрепленными краями. По величине 
пластической деформации пластины осуществ-
ляется расчет амплитуды давления. При элек-
трическом взрыве кольцевой фольги в конус-
ной камере с конденсированной средой воз-
никшая ударно-акустическая волна, воздейст-
вуя на круглую пластину, осуществляет ее 
пластическую деформацию. С другой стороны, 
для получения аналогичного деформированного 
образца использовалось скоростное его нагру-
жение с применением механического пресса.  
 

 
 

Рис. 4. Схема экспериментальной установки: 
1 – плоская фольга; 2 – диэлектрический цилиндр; 3 – электроды; 
4 – конденсированная среда (вода); 5 – круглая пластина;  

6 – конусная камера 
 
Полученные образцы деформированной пла-

стины при механическом нагружении (рис. 5, а) 
строго идентичны деформированным пласти-
нам, полученным в результате электрического 
взрыва кольцевой фольги (рис. 5, б). Применяя 
традиционный прием [12], можно оценить ве-
личину давления по прогибу круглой пластин-
ки из алюминия марки Al-2, жестко защемлен-
ной по контуру. 

Для снятия механического остаточного на-
пряжения образцы подвергались отжигу при 
температуре t ≈ 600 ºС. Геометрические разме-
ры и физические параметры пластинки сле-
дующие: радиус 22,5ммR = ; толщина пластин- 
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Рис. 5. Деформирование круглой пластины: 
а – механическим способом; б – электрическим взрывом плоской 

кольцевой фольги 
 

ки пл 0,37ммδ = ; максимальный прогиб, полу-
ченный в результате эксперимента 7мм;hΔ =  
предел пластичности 8

пласт 0,78 10 Паσ = ⋅ . Тео-
ретический расчет: 

                       пласт пл
5 2 2

6
3

hP
h r

σ δ Δ
=

Δ +
.                (16) 

 
Экспериментальная установка 

 

Для проверки адекватности представленной 
математической модели, позволяющей  оценить 
импульс давления в замкнутом пространстве 
конусной геометрии, была создана эксперимен-
тальная установка. Энергетическая установка 
являлась традиционной [7] и представляла со-
бой накопитель энергии конденсаторного типа 
с сопутствующим оборудованием. Зарядное 
напряжение – 0 2кВU = , максимальная запа-
сенная энергия в накопителе составляла 

 640 ДжW = . Электродная система состояла из 
центрального стержневого и внешнего кольце-
вого электродов, которые были установлены 
коаксиально на механически прочном диэлек-
трическом цилиндре. На торце цилиндра рас-
полагалась взрывающаяся фольга. Данная элек-
тродная система позволяла осуществлять элек-
трический взрыв плоского кольца из фольги, 
при котором ток разряда протекал радиально. 
Электродная система с кольцевой фольгой  
устанавливалась на торце меньшего диаметра 
взрывной  камеры (см. рис. 4), выполненной в 

виде усеченного конуса. В качестве регистра-
тора импульсного давления ударно-акустиче-
ской волны использовался пьезокермический 
преобразователь, установленный на торце боль-
шего диаметра конусной камеры. Электриче-
ский сигнал с пьезопреобразователя регистри-
ровался запоминающим осциллографом. Для 
определения электрических характеристик раз-
ряда использовались пояс Роговского и высо-
коомный делитель напряжения. 

 

Результаты экспериментов 
 

В ходе проведения экспериментов регист-
рировались ток разряда, падение напряжения и 
давление ударно-акустической волны, харак-
терные осциллограммы которых представлены 
на рис. 6. Результаты расчетов значений давле-
ний с использованием упомянутых методов, в 
том числе и метода падающего груза при на-
чальной высоте подъема ударника на 

0,33мH =  и расчетов математической модели 
в процессе проведения экспериментов с пла-
стинчатым датчиком представлены в таблице. 
По полученным данным этот коэффициент ра-

вен 63,76 10 Па ВPk
U

= = ⋅ . 

 

 
 

Рис. 6. Осциллограммы напряжения (1), тока (2) и давления (3) 
при взрыве кольцевой фольги в камере конусной геометрии 

 
Формула 

 
(12) Р1 (13) Р2 (14) Р3 (15) Р4 (16) Р5

Механи-
ческий 
пресс 

Интеграл 
действия,  

А2с 

Давление, 
6, 10 ПаP 4,8 4,2 1,02 1,52 0,76 0,55  3,9·104 

 
Заключение 

 

Разработанная и апробированная методика 
регистрации и измерения импульса давления 
ударно-акустической волны, генерируемой элек-
трическим взрывом плоской кольцевой фольги 

в замкнутой взрывной камере конусной гео-
метрии с конденсированной (жидкой) средой, 
основанная на различных физических эффек-
тах, позволяет определять передаточный коэф-
фициент пьезокерамического преобразователя. 
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Представленная математическая модель оценки 
давления адекватно определяет величину им-
пульсного давления электрического взрыва 
кольцевой фольги. В проведенных исследова-
ниях с применением различных методик тари-
рования пьезокерамического преобразователя 
наблюдается сходимость результатов [13, 14], 
что позволяет определить передаточный коэф-
фициент пьезокерамического преобразователя, 
использованного в исследовании.  
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Электрический разряд представляет собой уникальное быстропротекающее явление и находит широкое 
применение, как в фундаментальных научных исследованиях, так и в различных технологических процессах, 
что определяет актуальность данной проблемы. В настоящей работе рассмотрены элементы информационно-
измерительной системы для определения энергетических параметров электрического взрыва проводника ци-
линдрической геометрии и в виде кольцевой фольги. Исследованы условия протекания согласованного режима 
взрыва проводников исходя из представлений теории размерности. Получены экспериментальные результаты 
диспергирования металлических проводников с применением метода электрического взрыва. 

Ключевые слова: информационно-измерительная система, электрическая схема, цилиндрический про-
водник, плоская кольцевая фольга, гиперболический профиль, электрический взрыв, дисперсный порошок 
микронных размеров, напыление.  

 

The electrical discharge represents a unique rapid phenomenon and wide application, both in fundamental scien-
tific research and also in various technological processes that defines the urgency of the given problem. The ele-
ments of the information-measuring system that define the power parameters of an electric explosion from both a 
conductor of cylindrical geometry as well as one in the form of a foil ring, were observed. The conditions required 
for the coordinated mode of explosion of the conductors were researched using the theory of dimensions. Experi-
mental results from the crushing of the metal conductors from the electrical explosion were obtained.  

Keywords: the information-measuring system, the electric circuit, the cylindrical conductor, the flat ring foil, the 
hyperbolic profile, the electric explosion, the disperse powder of the micron sizes, the dusting.  
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Введение 
 

Электрический разряд представляет собой 
уникальное явление, аспектами которого явля-
ются, в том числе, скоротечность процесса и 
эффективность воздействия на обрабатывае-
мый объект. История генерирования и исполь-
зования высокоскоростного выделения энергии 
электрического поля относится к 60-м годам 
прошлого столетия [1]. Широкий спектр физи-
ческих эффектов, сопровождающих электриче-
ский взрыв проводников (ЭВП), таких как ге-
нерация электромагнитных излучений, получе-
ние наноразмерных порошков (и т. д.) находит 
многостороннее применение в фундаменталь-
ных исследованиях и технологических процес-
сах, поэтому требует проведения дальнейших 
научных исследований для получения досто-
верной информации о физических свойствах 
материалов и наблюдаемых явлений [2, 3]. 

Целью данной работы является разработка 
и апробирование методики исследования ЭВП 
цилиндрической геометрии и кольцевых фольг 
при условии протекания согласованного (опти-
мального) режима. Методика исследования ос-
новывается на проведении аналогии электриче-
ского взрыва радиально расположенных ци-
линдрических проводников с электрическим 
взрывом кольцевой фольги. 

 
Геометрия взрывающихся проводников 

 

Процесс протекания электрического взрыва 
металлического проводника является сложным 
и скоротечным и точного аналитического опи-
сания этого процесса на сегодняшний день не 
получено. Для того чтобы протекание процесса 
осуществлялось в согласованном режиме (при 
котором полная реализация энергии конденса-
торного накопителя происходила бы в первой 
половине периода разряда), взрывающиеся 
проводники должны иметь определенные гео-
метрические размеры. Условия оптимальности 
ЭВП, часто цитируемые и удачно согласую-
щиеся с экспериментом для проводников в виде 
проволочек, эмпирически были получены авто-
ром [3]; согласно им, оптимальный диаметр 
проволочки определяется соотношением 

         
( )

1
4

0
согл

пр пр пр пр

Wd
L C

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟γ σ λ + χ⎝ ⎠

,         (1) 

а оптимальная его длина – выражением  
                    3 4

согл 02 10 U LC−= ⋅ ,                     (2) 
где соглd , согл  – диаметр и длина взрывающего-
ся проводника, соответствующие протеканию 

разряда в согласованном режиме; 0W  – запа-
сенная энергия накопителя; 0U  – начальное на-
пряжение; С – емкость конденсаторного нако-
пителя; L  – индуктивность разрядного конту-
ра; пр пр,γ σ  – плотность и удельная электропро-
водность металлического проводника; пр пр,λ χ  – 
удельная теплота плавления и парообразования 
металла. 

Следует заметить, что в выражении (2), оп-
ределяющем оптимальную длину проволочки, 
не отражены физические свойства взрывающе-
гося металла, из чего следует равенство длин 
цилиндрических проводников вне зависимости 
от характеристик конкретного металла. Поэто-
му, используя элементы теории размерности, 
авторами [4] предлагается скорректировать вы-
ражение (2) для определения оптимальной дли-
ны проволочки согл  и представить его в виде:  

                   
( )пр пр

4
0

согл

пр пр

U R LC

z

α
=

ρ γ χ + λ
,           (3) 

где α  – некоторый безразмерный коэффици-
ент, зависящий от металла; прρ  – удельное со-
противление проводника; R и z  – активное и 
волновое сопротивление разрядного контура. 

Определенный интерес вызывает ЭВП, вы-
полненных в виде плоского кольца из фольги 
[5], при котором разность потенциалов подает-
ся на центральную и периферийную ее части. 
При этом плотность разрядного тока j не явля-
ется одинаковой вдоль радиуса. Для осуществ-
ления квазиоднородного электрического взры-
ва при протекании тока в радиальном направ-
лении необходимо, чтобы плотность тока j  
была одинакова по всему проводнику. Так как 
сила тока I в любом кольцевом сечении одина-
кова (рис. 1), то площадь сечения ( )S r  также 
должна быть одинаковой; здесь  

1 1 2 2( ) 2 2 2S r rh r h r h= π = π = π ; 

тогда:                  1 1 1 1r h d hh
r d

= = ,                        (4) 

где 1 12d r=  – внутренний диаметр кольца; 

2 22d r=  – внешний  диаметр кольца; 1h  – тол-
щина на внутреннем диаметре; 2h  – толщина 
кольца на внешнем диаметре. Как видно, тол-
щина кольца по радиальному сечению должна 
иметь гиперболическую зависимость от радиу-
са ( ) 1h r r∼ . 



                                                                  ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

 

76 

 
 

Рис. 1. Взрывающаяся кольцевая фольга  
гиперболического профиля 

 
Электрический взрыв фольги в виде кольца 

можно смоделировать как взрыв системы ци-
линдрических проводников, которые лежат в 
одной плоскости и расположены радиально. 
Принимая условие равенства омических сопро-
тивлений, объемов и поверхностей цилиндри-
ческих проводников и кольцевой фольги, мож-
но оценить условия протекания согласованного 
режима электрического взрыва фольги в виде 
кольца с гиперболическим профилем. Сопро-
тивление гиперболического кольца в радиаль-
ном направлении определяется как 

                ( )
2

1

2 1
1 12 2

r

r

dR r r
h h r

ρ
= ρ = −

π π∫ .          (5) 

Объем гиперболического кольца, с использо-
ванием выражения (3), а также объем n цилинд-
рических проводников соответственно равны: 

( ) ( )2

1

1 1 2 1
1 1 2 12 2

2

r

r

d h d d
V rh dr r h r r

π −
= π = π − =∫ , 

                              
2

4cyld
n dV π

= .                      (6) 

Поверхность гиперболического кольца по-
сле преобразований равна: 

( ) ( ) ( )2 2
1 1 1 1

1 1 4 4
1 2

1 1
h r h r

S h r
r r

⎡⎛ ⎞
⎢⎜ ⎟= π + − + +
⎢⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣

 

( )
( )

22 2
2 1 1 2

22 2
1 1 1 1

r h r r
n

r h r r

⎤⎛ ⎞+ + ⎥⎜ ⎟+ ⎥⎜ ⎟+ + ⎥⎝ ⎠⎦

.   (7) 

Разложив в ряд и ограничившись первыми 
двумя слагаемыми, получаем: 
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1 1

1 2

2 1h rS
r r

⎛ ⎞⎛ ⎞π ⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
.                (8) 

Решая полученную систему (5–8), можно 
получить, в частности: 
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1 1

1 2

2 1opt opt
h rd

n r r

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

,              (9) 

где 2 1opt r r= − .   

Таким образом, полученные соотношения 
позволяют оценить оптимальные параметры 
кольцевой фольги гиперболического профиля, 
исходя из аналогии электрического взрыва n 
цилиндрических проводников при выполнимо-
сти условий (1) и (3) для протекания согласо-
ванного режима ЭВП. 

 

Экспериментальная установка 
 

Энергетическая установка представляет со-
бой накопитель энергии конденсаторного типа 
с сопутствующим оборудованием. Накопитель 
установки набирался из конденсаторов в коли-
честве 32 штук марки КБГ-П-2 кВ и емкостью 

10мкФ 10 %C = ±  каждая, соединенных между 
собой параллельно; полная электрическая ем-
кость батареи составляла 320мкФC = . Индук-
тивность разрядного контура определялась экс-
периментально ( 7,8мкГнL =  с помощью изме-
рителя иммитанса Е7-14). Активное сопро-
тивление разрядного контура без учета сопро-
тивления кольцевой фольги составляло 

0,089 ОмR = . Эксперименты проводились при 
зарядном напряжении 0 2кВU = . Максималь-
ная запасенная энергия в накопителе составля-
ла  640 ДжW = . Для определения энергетиче-
ских характеристик разряда использовались 
пояс Роговского и высокоомный делитель на-
пряжения, электрический сигнал которых реги-
стрировался запоминающим осциллографом.  
С технической точки зрения изготовление коль-
цевой фольги с гиперболическим профилем 
достаточно проблематично. Тем не менее, ис-
пользование плоской фольги, выполненной в 
виде кольца, позволяет, в принципе, осущест-
вить электрический взрыв и сгенерировать пло-
скую ударно-акустическую волну. Электродная 
система, в данном случае, состоит из централь-
ного стержневого и внешнего кольцевого элек-
тродов, которые коаксиально установлены на 
диэлектрическом цилиндре, выполненном из 
механически прочного материала. На торце ци-
линдра располагается взрывающаяся фольга.  

 

Результаты измерений  
и метрологический анализ 

 

В первой серии экспериментов исследова-
лась принципиальная возможность осуществ-
ления электрического взрыва плоского кольца 
из фольги, при котором ток разряда протекал 
радиально. На рис. 2 представлены образцы 
плоских кольцевых фольг после электрическо-
го взрыва при различных значениях запасенной 
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энергии, задаваемой начальным напряжением 
0U . На правом образце видно полное отсутст-

вие вещества взорванной кольцевой фольги 
(при 0 2кВU = ) в межэлектродном пространст-
ве и четкую границу фольги, оставшейся под 
кольцевым электродом. Левый образец 
( 0 1кВU = ) демонстрирует протекание электри-
ческого взрыва в режиме плавления.  

 

 
 

Рис. 2. Образцы плоских кольцевых фольг после электри-
ческого взрыва при различных начальных напряжениях 

конденсаторной батареи 

 

 
 

Рис. 3. Осциллограммы зависимости тока (1) и напряже-
ния (2) от времени электрического взрыва алюминиевого 

проводника 

 

 
 

Рис. 4. Осциллограммы зависимости тока (1) и напряжения (2) 
от времени электрического взрыва медного проводника 

Во второй серии экспериментов исследова-
лись временные зависимости разрядного тока и 
напряжения при электрическом взрыве медных и 
алюминиевых проволочек, размеры которых оп-
ределялись в соответствии с (1) и (3). На осцил-
лограммах (рис. 3 и 4) наблюдается полная реа-
лизация энергии взрыва в первой половине  
периода, а также наличие «паузы тока», что под-
тверждает состоятельность предлагаемого выра-
жения (3). В то же время, при длине медной про-
волочки согласно выражению (2) осциллограмма 
(рис. 5) демонстрирует несогласованный режим 
протекания взрыва. На рис. 6 показаны осцилло-
граммы электрического взрыва кольцевой фоль-
ги, размеры которой соответствовали (9). Осцил-
лограммы свидетельствуют о полной реализации 
энергии в первой половине полупериода и квази-
однородном электрическом взрыве. 
 

 
 

Рис. 5. Осциллограммы зависимости тока (1) и напряжения (2) 
от времени электрического взрыва медного цилиндричес- 

кого проводника 
 

 
 

Рис. 6. Осциллограммы зависимости тока (1) и напряжения (2) 
от времени электрического взрыва кольцевой фольги 
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2 
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Заключение 
 

Предложено выражение, определяющее 
длину взрывающегося цилиндрического про-
водника, для осуществления согласованного ре-
жима ЭВП. Рассмотрена взрывающаяся коль-
цевая фольга, профиль которой имеет гипербо-
лическую зависимость от радиуса, а ток разря-
да протекает радиально. Дана оценка геометри-
ческих параметров кольцевой фольги для осу-
ществления согласованного режима ЭВП. 
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Описывается устройство, предназначенное для воздействия звуковых и световых сигналов на слуховую 
и зрительную сенсорные системы человека, отличающееся комплексным воздействием, специальным обра-
зом сформированной модуляцией сигналов воздействия и сопряжением комплекса с компьютерными поли-
анализаторами. 

Ключевые слова: контроллер, вызванные потенциалы, сенсорная система, функции Уолша, электроэнце-
фалограф, случайная последовательность. 

 

It’s given an electronic package describing what realizing effective interaction with aural and visual human sen-
sory systems. Main feature of the electronic package is complex interaction, special modulation and coupling with 
computer based polyanalyzers. 

Keywords: controller, event related potentials, sensory system, Walsh functions, electroencephalograph, random 
series. 
 

В настоящее время для исследования функ-
ционального состояния головного мозга чело-
века широкую популярность получили методы, 
основанные на практике применения вызван-
ных потенциалов [1, 2, 3]. Как следствие пер-
спективности метода, требуется расширение 
применяемого в настоящее время инструмента-
рия за счет повышения его функциональности и 
развития новых методов анализа. 

Вызванные потенциалы являются ответами 
мозга на экзогенные и эндогенные фиксиро-

ванные события (стимулы) и записываются с 
электродов, располагаемых на поверхности го-
ловы, наряду со спонтанной ритмикой ЭЭГ. 
Спонтанная ритмика для вызванных потенциа-
лов является шумом, значительно превосходя-
щим их по амплитуде, потому для их выделе-
ния используются многократная стимуляция, 
последовательное усреднение и фильтрация. 

Для выделения вызванных потенциалов 
применяется метод синхронного усреднения, 
позволяющий  определить сигнал  в широком 
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диапазоне значений уровня сигнал/шум. Метод 
основан на многократной подаче стимулов и 
суммации ответов относительно моментов по-
дачи стимулов. В результате накопления сигнал 
вызванного потенциала, закономерно связан-
ный со стимулом, растет значительно быстрее, 
чем шум спонтанной ритмики, не связанный со 
стимулом и попадающий при суммации в слу-
чайную фазу друг с другом. Как следствие, чем 
больше число накоплений, тем лучше выделе-
ние сигнала из шума [1]. 

В настоящей работе предлагается устройст-
во, предназначенное для подачи стимулов на 
сенсорные системы человека в виде звуковых и 
световых сигналов (ответами на которые как 
раз и являются вызванные потенциалы). Пара-
метры формируемых сигналов могут задаваться 
как в автоматическом, так и в ручном режиме. 
Для создания прототипа устройства использо-
валась интегрированная среда разработки AVR 
Studio [4] и система автоматизированного про-
ектирования Proteus [5]. На рис. 1 представлена 
общая схема разрабатываемого устройства. 

Как видно из рисунка, устройство состоит из 
нескольких функциональных элементов. Детали- 

 
 

Рис. 1. Состав комплекса и порядок взаимодействия  
его блоков с внешними системами и между собой 
 

зация важнейших блоков комплекса представ-
лена на рис. 2; опишем кратко их назначение. 

Б л о к  с е н с о р н о г о  в о з д е й с т в и я  со-
стоит из звукового и светового каналов. К вы-
ходам звуковых каналов подключаются науш-
ники, сигнал идет в режиме стерео. На выходе 
световых каналов располагаются источники 
монохроматического света с тремя различными 
длинами волн, в качестве которых выступают 
светодиоды красного, зеленого и синего цвета, 
дублирующиеся для левого и правого глаза. 
Все имеющиеся каналы можно использовать 
совместно, или же, независимо друг от друга. 

 

 
 

Рис. 2. Состав основных блоков электронного комплекса 
 
Б л о к  ф о р м и р о в а н и я  с и г н а л о в  яв-

ляется основной частью устройства и позволяет 
формировать сигналы нескольких типов. Он 
представляет собой портативное устройство, 
реализованное на AVR-микроконтроллере 
ATMEGA8. Питание устройства осуществляет-
ся через шнур USB, подключенный к персо-
нальному компьютеру, который одновременно 
является интерфейсом для передачи данных. 

Управление устройством может осуществлять-
ся как при помощи клавиш, расположенных на 
его панели, так и при помощи подключенного 
полианализатора биоэлектрических потенциа-
лов. Кроме того, полианализатор имеет канал, 
позволяющий регистрировать сигналы, форми-
руемые этим блоком. 

Возможно формирование сигналов разных 
типов: прямоугольные сигналы (различной ам-

а 

б 
в 
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плитуды и скважности); частным случаем пря-
моугольных сигналов являются так называемые 
«щелчки», являющиеся короткоимпульсными 
воздействиями; сигналы различной формы, 
формируемой внешними устройствами; сигна-
лы, основанные на межканальном взаимодейст-
вии (синусоидальные звуковые сигналы, фор-
мирующие бинауральные ритмы (высокочас-
тотная несущая частота и низкочастотный 
сдвиг) и световые сигналы, формирующие 
сложный цвет). 

При формировании прямоугольных сигна-
лов пользователь имеет возможность задавать 
скважность сигнала S, что реализуется при по-
мощи двух клавиш, расположенных на панели 
устройства (первая клавиша задает период сиг-
нала T, вторая – длительность импульса τ). 

При формировании синусоидальных сигна-
лов, вызывающих бинауральные ритмы, поль-
зователь имеет возможность задавать несущую 
частоту ω  и низкочастотный сдвиг Δω . Как 
результат, формируются два гармонических 
звуковых колебания 1x  и 2x , мало отличающи-
еся по частоте на величину Δω : 1 cosx a t= ω  – 
сигнал, сформированный левым звуковым ка-
налом; 2 cos( )x a t= ω+ Δω  – сигнал, сформиро-
ванный правым звуковым каналом. 

Если сложить два этих колебания, то полу-
чится колебание, описываемое уравнением 

1 2
22 cos cos

2 2
x x x a t tω+Δω Δω⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, или, учи-

тывая, что Δω<< ω , получим 2 cos
2

x a tΔω⎛ ⎞= ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

cos( )t× ω . Данное уравнение описывает биения 
с частотой Δω . При подаче сигналов 1x  и 2x  на 
разные слуховые каналы мозг будет восприни-
мать их как биения. 

Б л о к  фо рми р о в а н и я  п е р и о д и ч н о -
с т и  с л е д о в а н и я  с и г н а л о в . Как извест-
но, при постоянстве периода следования сти-
мулов нервная система адаптируется, что ус-
ложняет выделение вызванных потенциалов из 
фоновой ЭЭГ. Для устранения этого фактора 
периодичность может задаваться внешним уст-
ройством, или псевдослучайной последова-
тельностью (например, рекуррентным соотно-
шением, часто используемым в нелинейном 
динамическом анализе [6]). Интервал времени 
между двумя соседними вспышками (щелчка-
ми) ti может задаваться следующим соотноше-
нием: 1 1(1 )i i it t t− −= α ⋅ ⋅ − , 1 0,28t = , 3,8α= , 2i ≥ . 

Другой способ формирования квазислучай-
ных последовательностей заключается в ис-
пользовании так называемого метода вычетов, 
основанного на генерировании случайных сиг-
налов, при помощи целочисленного деления. 
Суть этого способа в использовании псевдослу-
чайных последовательностей nα : 2 m

n nu −α = , 

0 1u = , 2 1
15 (mod 2 )p m

n nu u +
−= . 

Одной из центральных задач в выделении 
вызванных потенциалов является возможность 
выделения сигналов, разнесенных по разным 
каналам. Для решения данной задачи их фор-
мирование на входе задается ортогональными 
функциями, самым простым примером которых 
являются функции Уолша [7]. 

Функции Уолша образуют полную орто-
нормированную систему и могут быть получе-
ны путем перемножения степеней соответст-
вующих функций Радемахера:  

1

1

wal( , ) [ ( )] n k n k

n
w w

k
k

w r − + −⊕

=

θ = θ∏ , 

где ( ) sign[sin(2 )]k
kr θ = ⋅ π ⋅θ , 0 1≤ θ <  – функ-

ции Радемахера, где аргумент 0/t Tθ =  есть 
безразмерное время, т. е. время, нормированное 
к произвольному интервалу 0T ; целое положи-
тельное число k  – порядок функции. Sign  – 
функция, принимающая значения: sign 1x =  при 

0x > ; sign 1x = −  при 0x < . 
Важнейшими свойствами функций Уолша 

являются ортогональность 
1

0

wal( , )wal( , ) 0i j dθ θ θ =∫ , i j≠ , 

1

0

wal( , )wal( , ) 1i j dθ θ θ =∫ , i j=  

и мультипликативность, когда перемножение 
двух функций дает новую из той же системы: 

wal( , ) wal( , ) wal( , )k i cθ ⋅ θ = θ , 
где c k i= ⊕  [8]. 

Если предположить модель сенсорной сис-
темы линейной и стационарной, то она будет 
обладать передаточной функцией F. При пода-
че сигнала на сенсорную систему происходит 
«приподнимание» уровня восприятия, где за 
«0» берется некоторый сигнал интенсивности 

baseI , за « 1− » – сигнал уровня 1I− , а за «1» – 
сигнал 1I . Превышение ощущения восприятия 
стимула 1I  по отношению к baseI  должно быть 
двукратным. 
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Как известно, восприятие интенсивности 
сенсорными системами нелинейно. Потому не-
обходима предварительная линеаризация вход-
ных воздействий. Для линеаризации применя-
ется степенной закон Стивенса [9]: bS a I= ⋅ , 
где S – уровень ощущения; a – коэффициент 
пропорциональности (фактор шкалы, отра-
жающий выбор единиц измерения параметра, 
вызывающего ощущения); I – интенсивность 
стимула; b – показатель степени, в которую 
возводится интенсивность, постоянный для 
данного сенсорного параметра. 

Для восприятия яркости br 0,33b = , для ощу-
щения громкости vol 0,6b = . Потому для громко-

сти 
vol

vol

1

base

2
b

b

I
I

= , или vol

1 1
0,61

base

2 2 3,17bI
I

= = = . Для 

яркости 
br

br

1

base

2
b

b

I
I

= , или br

1 1
0,331

base

2 2 8,17bI
I

= = = . 

Считаем, что система обладает четырьмя 
входными каналами. На входные каналы пода-
ются световые и звуковые сигналы, сформиро-
ванные функциями Уолша различных поряд-
ков. Тогда на выходе имеем: 

вых ( )wali iF u= ; вых ( )wal j jF u= ;  

вых ( )walk kF u= ; вых ( )wall lF u= . 

По определению линейной стационарной сис-
темы: 

(wal wal wal wal )i j k lF + + + =  

вых ( ) вых ( ) вых ( ) вых ( )i j k lu u u u= + + + . 

Исходя из вышесказанного, после определ-
ления выходных сигналов, представляется воз-
можным найти передаточную функцию, а так-
же определить влияние отклика светового воз-
действия на отклик звукового воздействия, и 
наоборот. 

Таким образом, предлагаемое устройство 
отличается комплексным подходом при предъ-
явлении стимулов, одновременно учитываю-
щим максимальное число внешних факторов, 
влияющих на процесс эксперимента по иссле-
дованию вызванных потенциалов. К важней-
шим отличиям следует отнести квазистохасти-
ческий характер следования импульсов и их 
модуляцию функциями Уолша. 
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В данной статье представлена физическая модель нагружения костного регенерата, рассчитанная на ос-
новании теории сопротивления материалов и имеющихся сведений о динамике восстановления костного ре-
генерата. В процессе расчета модели были приняты во внимание индивидуальные особенности пациента и 
аппарата внешней фиксации. В результате, аналитически выведено значение для аксиальной составляющей 
жесткости костного регенерата, которое может быть использовано для создания объективных критериев за-
вершения процесса восстановления костного регенерата.   

Ключевые слова: костный регенерат, ортопедия, аппарат Илизарова, датчики силы, сопротивление мате-
риалов, жесткость. 

 

This article presents the physical model of bone tissue's loading, calculated on the basis of strength materials 
theory and using research data about recovering process of bone tissue. The patient's individual characteristic and 
apparatus of external fixation were taken in attention during calculating the model. As a result were analytically de-
rived the expression of axial component of bone tissue's hardness, which can be used for creating an objective crite-
ria of completing bone tissue's regenerating process. 

Keywords: bone’s tissue, orthopedic, Ilizarov’s apparateus, sensors of force, strength of materials, hardness.      
 
Построение физической модели состояния 

костного регенерата в месте повреждения ко-
нечности является важной задачей на пути к 
созданию аппаратно-программных комплексов 
автоматизации процесса чрескостного остео-
синтеза. Такие комплексы являются будущим 
ортопедии и представляют собой аппарат 
внешней фиксации (чаще всего, аппарат Илиза-
рова), интегрированный с различными датчи-
ками и электронным оборудованием [1]. Их ос-
новная задача состоит в значительном облегче-
нии труда врача-ортопеда и уменьшении пе-
риода излечения; снижении количества 
послеоперационных осложнений за счет более 
ранней диагностики окончания процесса вос-
становления костного регенерата и более точ-
ной репозиции отломков врачом, благодаря 
объективным данным от датчиков таких ком-
плексов. Однако на данный момент на рынке 
количество таких комплексов исчисляется еди-
ницами, и все они в той или иной степени об-
ладают различными недостатками при прогно-
зировании изменения жесткости костного реге-
нерата и определении момента его полного 
восстановления. Это, в первую очередь, связано 
с малым количеством точных физических дан-
ных относительно процесса минерализации ко-
стного регенерата, так как посвященных этому 

исследований почти не проводилось. Также от-
сутствуют математические и физические моде-
ли нагружения костного регенерата, на основе 
которых можно рассчитать его жесткость. Це-
лью данной работы является создание физиче-
ской модели нагружения костного регенерата, 
которое он испытывает на стадии фиксации в 
процессе чрескостного остеосинтеза, с учетом 
индивидуальных характеристик пациента и ап-
парата внешней фиксации, а также определение 
аналитической зависимости для жесткости ко-
стного регенерата (аксиальной составляющей). 

Как известно, процесс чрескостного остео-
синтеза состоит из нескольких последователь-
ных стадий, и стадия фиксации обычно являет-
ся последней. Она часто следует за стадией ди-
стракции и представляет собой жесткую фик-
сацию костных отломков на небольшом 
расстоянии друг от друга. Данная стадия обыч-
но длится вплоть до процесса полного восста-
новления костного регенерата и снятия аппара-
та Илизарова. Здесь следует отметить, что зона 
сопоставления костных отломков постоянно 
находится под нагрузкой, так как пациент все 
это время может передвигаться, опираясь на 
оперированную конечность. 

Для построения физической модели нагру-
жения костного регенерата воспользуемся до-
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пущением, что спица аппарата Илизарова явля-
ется тонким стержнем, на который, кроме по-
перечной нагрузки, действует продольная рас-
тягивающая сила (спица аппарата Илизарова 
имеет начальное натяжение).  

Система «спицы – опорные стержни – кост-
ный регенерат» изображена на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Система «спица – опорные стержни –  
костный регенерат»: 

1 – костные отломки; 2 – спица; 3 – костный регенерат;  
4 – опорные стержни 

 
На этом рисунке показан прогиб спицы v 

под действием распределенной нагрузки q со 
стороны костного отломка. На спицу также 
действует распределенная сила сопротивления 
костного регенерата f, однако на начальной 
стадии процесса излечения костный регенерат 
не оказывает значительного сопротивления, по-
этому мы пока будем считать, что она равна 
нулю. Также на рисунке показана сила натяже-

ния спицы P и силы реакции опор ( )
2

q f h− , где 

h – ширина кости (опорной площадки на спи-
це); h = z2 – z1. Расстояние между  стержнями 

равно L. Для определения формулы величины 
прогиба v воспользуемся уравнением изгиба 
металлического стержня, закрепленного на 
концах [2], принимая во внимание, что спица 
испытывает продольно-поперечный изгиб под 
действием распределенной нагрузки. Это урав-
нение имеет следующий вид: 

                        

*2
2

2

( ) .x

x

M zv k v
z EJ
∂

− =
∂

               (1) 

В данном уравнении Mx
*(z) – момент попе-

речной нагрузки в сечении с координатой z; 
2

x

Pk
EJ

= , где P – поперечная нагрузка; E – мо-

дуль Юнга; Jx – момент инерции спицы относи-
тельно главной центральной оси Х. 

Решение уравнения (1) имеет следующий 
вид: 

( ) (0) '(0) shkzv z v chkz v
k

= + +
 *

0

( )1 ( ) .
z

x

x

Mshk z d
k EJ

θ
+ − θ θ∫  

Исходя из рис. 1 и учитывая, что f = 0, вид-
но, что на спицу действуют сосредоточенные 
силы / 2qh   и распределенная нагрузка q. По-
этому интеграл в формуле, приведенной выше, 
решается с учетом следующих зависимостей 
для момента поперечной нагрузки: 

*
2 1 2 2( ) [ ( ) ( )]xM z q z z z z= ϕ − − ϕ −  – момент от 

распределенной нагрузки q, действующей на 
участке от z1 до z2; *

1( ) ( )xM z Q z b= ϕ −  – момент 
от сосредоточенной силы Q в сечении z = b. 

В этих формулах ( )
!

n

n
zz
n

ϕ = . Также φn(z) = 0 

при z ≤ 0. 
В итоге, опуская промежуточные математи-

ческие расчеты, получаем решение уравнения 
(1) в следующем виде: 

 

       
2 2 2

1 2 1 22

( ) (0) '(0)

1 ( )[ ( )] [2 ( ) 2 ( ) (( ) ( ) )] .
2

Л

shkzv z v chkz v
k

shk z b qQ z b chk z z chk z z k z z z z
P k k

= + +

−⎧ ⎫+ − − + − − − − − − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑
     (2) 

 
Индекс «л» над знаком суммы означает, что 

суммирование распространяется только на те 
силы, которые приложены слева от рассматри-
ваемого сечения. 

Для участка z2 ≤ z ≤ L существует сосредо-

точенная сила: реакция опоры qh/2 в сечении  
z = 0 и распределенная нагрузка q на участке от 
z1 до z2. Учитывая также, что прогиб на концах 
стержней отсутствует (v(0) = v(L) = 0), решение 
(2) принимает вид: 
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( ) '(0) ( )
2

shkz qh shkzv z v z
k P k

= − − +
 

[ 1 22 2 ( ) 2 ( )
2

q chk z z chk z z
Pk

+ − − − −
 

2
2 1 1 2(( )(2 ) .k z z z z z ⎤− − − − ⎦

 Так как z2 – z1 = h, получим: 

2( ) '(0) ( )
2 2

shkz qh shkz qv z v z
k P k Pk

= − − + ×
 

2
1 2 1 2[2 ( ) 2 ( ) (2 )].chk z z chk z z k h z z z× − − − − − −  

Найдем v'(0) из условия v(L) = 0: 

20 '(0) ( )
2 2

shkL qh shkL qv L
k P k Pk

= − − + ×
 

2
1 2 1 2[2 ( ) 2 ( ) (2 )].chk z z chk z z k h z z z× − − − − − −  

Отсюда, учитывая замену 1( )B chk L z= − −  
2( )chk L z− − , получим 

1 2( )2'(0) (1 ).
2

k L z zqh Bv
P hkshkL shkL

− −
= − +  

Таким образом, прогиб спицы на участке z2 ≤ z 
≤ L равен: 

1 2
2

( )2( ) (
2

h L z z shkzq Bshkzv z hz
P k shkL shkL

− −
= − + +

 

1 22

1 [2( ( ) ( )chk z z chk z z
k

+ − − − −
 

2
2 1 2( ) (2 )]).chk z z k h z z z− − − − −   (3) 

Эта модель является достаточно грубой 
применительно к детальным расчетам величи-
ны прогиба спицы в процессе лечения повреж-
денной конечности, однако она отражает ос-
новные тенденции изменения величины проги-
ба с течением времени, как будет показано ни-
же. Также необходимо отметить, что в ней 
изначально заложены некоторые индивидуаль-
ные характеристики: масса пациента, ширина 
костного участка, опирающегося на спицу. 

Зададимся некоторым фиксированным се-
чением zфикс = const, которое будет удовлетво-
рять условию z2 ≤ z ≤ L. Тогда в уравнении (3) 
часть, стоящая в больших круглых скобках, 
превратится в некую константу, и мы можем 
переписать это уравнение для фиксированного 
сечения zфикс : 

                                  
фикс ,qv A

P
=                         (4) 

где A – константа. 
Если учитывать сопротивление костного 

регенерата, формула (4) преобразуется в сле-
дующую: 

                         
фикс ,q fv A

P
−

=                      (5) 

где f – распределенная сила сопротивления со 
стороны костного регенерата.  

Делая допущение, что распределенные на-
грузки от силы тяжести пациента и от силы со-
противления костного регенерата распределены 
равномерно, получим: 

,mgq
h

=        сопрF
f

h
= , 

где m – масса, действующая на спицу посредст-
вом силы тяжести; g – ускорение свободного 
падения; Fсопр – сила сопротивления костного 
регенерата. Так как ближе к окончанию про-
цесса излечения костный регенерат становится 
упругим, то силу сопротивления можно выра-
зить законом Гука как 

сопрF cx= , 

где c – жесткость костного регенерата на сжа-
тие; х – деформация костного регенерата. Та-
ким образом, формула (5) приобретет следую-
щий вид: 

                         
фикс ( ).A mg cxv

P h h
= −                    (6) 

В данной формуле записаны две физиче-
ские величины одной природы – это прогиб 
спицы на фиксированном участке и деформа-
ция регенерата на этом участке. В самом деле, 
прогиб спицы на конкретном участке должен 
быть равен деформации регенерата на этом 
участке, т. е. vфикс = x. Тогда формула (6) преоб-
разуется к виду: 

фикс
фикс .

Amg Acv
v

Ph
−

=  

Изолируя прогиб спицы в левой части, и учи-
тывая, что жесткость костного регенерата явля-
ется функцией времени, получим: 

                            
( )

( )
Amgv t

Ph Ac t
=

+
,                   (7) 

где                   ( ) .
( )

mg Phc t
v t A

= −                          (8) 

Как видно из формулы (8), жесткость кост-
ного регенерата является функцией прогиба 
спицы аппарата Илизарова. Данная величина 
может быть получена от датчиков, которые 
имеются в составе аппаратно-программных 
комплексов (напрямую, если используются 
датчики микроподвижности, или косвенным 
образом, при использовании датчиков других 
видов [3]). Так, в случае тензометрических дат-
чиков, установленных в стержнях аппарата 
внешней фиксации (рис. 2):  
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Рис. 2. Стержень с датчиком 
 
Из рисунка видно, что 

                   
~ ,mg cv mg cvU

n n
− −

= α                (9) 

где U – напряжение с тензодатчика; α – коэф-
фициент пропорциональности; n – количество 
стержней. Выражая отсюда прогиб спицы v(t), 
получим: 

                         

( )( ) .
( )

mg nU tv t
c t

α −
=

α
                 (10) 

Подставляя это выражение в (8), получим 
окончательную формулу для жесткости костно-
го регенерата: 

              

( ( ))( ) .
( )

Ph mg nU tc t
nAU t
α −

=
              

(11) 

Таким образом, используя данную модель и 
выражение (11), можно объективно оценивать 
текущую жесткость костного регенерата и оп-
ределить критерии, определяющие момент за-
вершения восстановления костного регенерата. 
Это позволит оптимизировать сроки лечения с 
помощью аппаратно-программных комплексов 
на основе аппарата внешней фиксации и 
уменьшить количество послеоперационных ос-
ложнений. 
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В статье теоретически обосновано и экспериментально подтверждено, что амплитудно-частотный 
спектр токового сигнала связан с наличием дефектов в электромеханических системах. На основе связи фи-
зических процессов, протекающих в объекте диагностирования, с параметрами регистрируемых сигналов 
тока двигателя, получена модель идентификации. 

Ключевые слова: нелинейные процессы, червячная передача, асинхронный двигатель, математическое 
моделирование. 

 

In article it is theoretically proved and experimentally confirmed that the peak-frequency spectrum токового a 
signal is connected with presence of defects in electromechanical systems. On the basis of communication of the 
physical processes proceeding in object of diagnosing, with parameters of registered signals of a current of the en-
gine, the identification model is received. 

Keywords: Nonlinear processes, worm-gear, asynchronous engine, mathematical design. 
 
При определении технического состояния 

электроприводной арматуры (ЭПА) в условиях 
опасных производств (действующей АЭС) за-

труднено применение контактных методов ди-
агностики, в том числе широко распространен-
ного виброакустического метода. В связи с 
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этим существенное развитие получили методы 
диагностики ЭПА по сигналу тока двигателя 
арматуры, который можно зарегистрировать в 
помещениях, предназначенных для постоянного 
доступа персонала [1]. Для выявления конкрет-
ных дефектов арматуры используется спек-
тральный анализ. Существенную сложность 
представляет диагностика дефектов, возникно-
вение и развитие которых сопровождается нели-
нейными процессами [2]. С целью повышения 
качества диагностирования возможно примене-
ние операции моделирования. Модель ЭПА 
должна отражать наиболее существенные свой-
ства объекта диагностирования: нелинейность 
проявления возмущающих факторов в приводе; 
нелинейность восприятия возмущающих факто-
ров системой асинхронного двигателя. 

Рассмотрим проявления наиболее  распро-
страненных дефектов приводов ЭПА: наруше-
ние геометрии подшипников (раковины, сколы 
тел и дорожек качения); несоосность валов; на-
рушение геометрии зубчатых и червячных пе-
редач (сколы, зазубрины сопрягаемых деталей). 
Данные дефекты являются источниками меха-
нических колебаний, которые в работе [2] опи-
сываются уравнением (1): 

( ) 1 cos( )ii
x t i t⎡ ⎤= + μ Ω ×⎣ ⎦∑  

{ } шcos cos ( ),k z jj
a k t j t t⎡ ⎤× ω + ν Ω +ϖ⎣ ⎦∑   (1)

 
где μi – глубина амплитудной модуляции гармо-
ник ωz частотой jΩ; Ω = fд2Ω – круговая частота 
попадания дефекта в зону контакта; ωz – основная 
частота возбуждения (попадание дефекта в зону 
контакта); υi – индекс фазовой модуляции; шϖ  – 
шумовая составляющая. Исследованиями [3] ус-
тановлено, что в случае дефекта оборудования, 

сопровождающегося интенсивными соударения-
ми в механизме (скол, задир), с наибольшей веро-
ятностью наблюдается амплитудная модуляция. 
Дефект типа заклинивания в большей степени 
характеризуется фазовой модуляцией. При разви-
том дефекте может наблюдаться амплитудно-
фазовая модуляция. Шумовая составляющая воз-
растает по мере развития дефекта. 

Спектральное представление уравнения (1) 
имеет вид суммы спектров вынужденных и 
собственных колебаний: 

cб вр ш
1 1

S ( )x k l z
k l

t f А kf B lf S
∞ ∞

= =

= + + + +∑ ∑
 

вр сб вр
1 1

( ) [ ( )],pq z r z
p q r

C qf pf D f f rf
∞ ∞ ∞

= =

+ ± + ± ±∑∑ ∑ (2)
 

где lfz – спектр основных частот; (pfz ± qfвр) – 
спектр комбинационных частот в окрестности 
частот вращения qfвр; fсб ± (fвр ± rfz) – спектр 
комбинационных частот в окрестности собст-
венной частоты системы fсб; Sш – спектр шума. 

Данные составляющие представлены в 
спектре виброакустических колебаний ЭПА с 
дефектом червячного колеса редуктора (рис. 1). 
Здесь fвр – частота вращения ротора асинхрон-
ного двигателя, fz – частота дефектного червяч-
ного колеса: 22 и 2,5 Гц соответственно.  

Выражение (2) характеризует нелинейность 
проявления дефекта, так как отображает пере-
распределение энергии между частотами ре-
зультирующего колебательного процесса.  

При экспериментальном анализе спектров, 
соответствующих выражению (2), установлено 
[1, 2, 3], что значения основных и комбинаци-
онных частот несут специфическую информа-
цию о дефекте и позволяют оценить степень 
развития дефекта.  

 

 
 

Рис. 1. Спектр сигнала вибрации ЭПА с дефектом червячного колеса редуктора 
 
Колебания (1) передаются по кинематиче-

ской цепочке к валу электродвигателя и нару-
шают равномерность вращения ротора. В рабо-

те [4] представлены уравнения, отображающие 
модуляции тока статора в зависимости от попе-
речных и крутильных колебаний ротора.  
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При поперечных колебаниях ротора ток фазной обмотки статора IА характеризуется амплитуд-
ными модуляциями: 
 

      1 1 1 1
0 0 вр 1 вр 1cos(2 ) ( )sin(2 ( ) ) ( )]sin(2 ( ) ),

2 2
d q d q

А e e e

C C C C
I I f t f f t f f t

+ +
= π + θ + π − − θ + π + + θ         (3) 

 
где С1d, С1q – амплитуды токов статора и ротора 
в d- и q-координатах; I0 – питающий ток; fe, fвр – 
частота сетевой составляющей и частота вра-

щения ротора, соответственно. При крутильных 
колебаниях ротора ток статора IА характеризу-
ется фазовыми модуляциями: 

 

1 1 1 1
0 0 вр 1 вр 1

1
cos(2 ) [[( )sin(2 ( ) ) ( )]sin(2 ( ) )]

2 2

m
dn qn dn qn

А e e e
n

C C C C
I I f t nf f t nf f t

=

+ +
= π + θ + π − + θ + π + + θ +∑

 
1 1 1 1

вр 1 вр 1[( )cos(2 ( ) ) ( )]sin(2 ( ) )]],
2 2

dn qn dn qn
e e

D D D D
nf f t nf f t

+ +
+ π − + θ + π + + θ

      
(4) 

где С1dn, С1qn – амплитуды токов статора и ротора в d- и q-координатах. 
 

Выражения (3) и (4) возможно использовать 
при составлении модели диагностического сиг-
нала ЭПА; при этом амплитуды гармоник токов 
статора и ротора можно расценивать как пара-
метры, отражающие возмущения в приводе.  

Для построения адекватной модели необхо-
димо учитывать нелинейную зависимость меж-
ду возмущением, вызванным дефектом в при-
воде, и реакцией двигателя на данное возмуще-
ние [5]. При токе статора, насыщенном гармо-
никам неравномерно вращающегося ротора (3), 

(4), в зазоре двигателя возникает множество 
просторанственно-временных гармоник поля и 
тока. В результате взаимодействия гармоник 
поля и тока на частотах вращения ротора и уд-
военной частоты сети fс радиальная вибрация 
будет возбуждаться силой: 

× 

×    (5) 

а тангенциальная – силой: 
 

                   (6) 
 

где μ0 – магнитная постоянная; A1k – амплитуда 
линейной плотности k-й гармоники тока стато-
ра; Bk – амплитуда индукции k-й гармоники ре-
зультирующего поля в ВЗ; р – число пар полю-
сов; ϑ – координата в ВЗ; под fk понимаются 
комбинации частот сети и частот вращения ро-

тора; φ1k, φ0k – разность фаз между гармоника-
ми тока и индукции. Таким образом, исходя из 
выражений (5) и (6), при наличии возмущений 
в приводе можно предполагать присутствие ко-
лебаний и в двигателе на частотах, кратных 
частоте сети и частоте вращения ротора:     

 

    

 

Первое уравнение описывает диагностиче-
ский сигнал на статорных обмотках ЭД и 
включает в себя функцию колебаний ротора 
Ip(t, Iz) от вынуждающего воздействия со сто-
роны действующего в системе возмущения 
(дефекта) Iz(t). В данной модели линейному 
признаку дефекта соответствует частота воз-
мущающего фактора ωz. Нелинейные процессы, 
связанные с развитием дефектов, выражены с 

помощью следующих параметров: r – коэффи-
циент, отражающий чувствительность двигате-
ля к возмущающим факторам; s – коэффициент, 
отражающий чувствительность ротора к воз-
мущающим факторам; k – соотношение ампли-
туд гармоник ротора; L и N – число гармоник 
вынуждающего воздействия и ротора, соответ-
ственно; φ – разность фаз между гармониками 
ротора; γ – шум, возникающий при работе ме-

(7)

, 
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ханизма и связанный с наличием дефекта (вхо-
дит в виде слагаемого в уравнение колебаний 
ротора). Информация, представленная в виде 
фазово-динамических характеристик сигнала 
I(t), определяется сдвигом фаз между гармони-
ками на частоте вращения ротора. При наличии 
фазовой модуляции сдвиг фаз определяется как 
постоянной величиной φ, так и действием воз-
мущающего фактора ( )zI t . Когда коэффициент 

фазовой модуляции h равен нулю, сдвиг фаз 
соответствует постоянной величине. На осно-
вании анализа работы  ЭПА были определены 
параметры {ωz, ωp, L, N, φ, γ, А, h, r, k}, соответ-
ствующие различным стадиям дефектов обору-
дования. В таблице представлены параметры, 
соответствующие 1–5 стадиям дефекта червяч-
ного колеса и отсутствию признаков дефекта 
(нулевая стадия).  

 
Параметры модели, соответствующие дефекту червячного колеса редуктора 

 

           Стадия развития 
Параметры 

0 1 2 3 4 5 

L  0 1 2 3 5 1 

N  1 1 2 2 2 3 

φ, рад  0 0 
[-π/4÷π/4] ∩ 
[3π/4÷5π/4] 

[-π/4÷π/4] ∩ 
[3π/4÷5π/4] 

(π/4÷3π/4) ∩  
(5π/4÷7π/4) 

(π/4÷3π/4) ∩ 
(5π/4÷7π/4) 

γ, А  0 0,01 0,02 0,025 0,05 0,1 

s*10-2, А  0 5 7 10 10 7 

h, рад/А  0 0 0 0 0 0,2 

r*10-2, 1/А  3 7 10 15 20 18 

k  0 0 0,5 0,5 1 0,7 

 
С помощью данной модели были рассчита-

ны эталонные сигналы ЭПА с наиболее распро-
страненными дефектами. Для проверки адек-
ватности модели на лабораторной установке 
были получены сигналы ЭПА с аналогичными 
дефектами.  

На рис. 2 приводится сравнение спектров 
огибающих эталонного и реального сигналов, 
соответствующих первой стадии дефекта чер-
вячного колеса редуктора (скол зуба червячно-
го колеса). Дефект, в соответствии с выражени-
ем (2), проявляется в виде гармоник основных 

частот червячного колеса fz и комбинационных 
частот в окрестности частоты вращения ротора 
fвр ± fz, и сетевой гармоники fc ± fz. При цифро-
вом моделировании использовались модель (7) 
и параметры таблицы, соответствующие второй 
стадии дефекта червячного колеса. Расхожде-
ние между расчетными и экспериментальными 
данными незначительно и обусловлено призна-
ками большей степени развития дефекта в 
спектре экспериментального сигнала: больший 
уровень шума, высшие комбинационные гар-
моники fс ± rfz. 

 

 
 

Рис. 2. Сравнение спектров огибающих эталонного и реального сигналов,  
соответствующих первой стадии дефекта червячного колеса редуктора ЭПА 

 
При развитии дефекта (рис. 3) спектр харак-

теризуется появлением высших гармоник ос-
новных lfz и комбинационных fвр ± pfz, 2fвр + pfz, 

3fвр + pfz, fс ± rfz, fс – fвр ± fz, fс – 2fвр – pfz частот; 
возрастает уровень шума. Данные особенности 
соответствуют описанию третей стадии дефек-
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та согласно модели (7) и таблицы. Расхождение 
между расчетными и экспериментальными 
данными обусловлено смещением основных и 

комбинационных гармоник (до 3 Гц относи-
тельно расчетного значения) в спектре сигнала 
реального объекта. 

 

 
 

Рис. 3. Сравнение спектров огибающих эталонного и реального сигналов,  
соответствующих третьей стадии дефекта червячного колеса редуктора ЭПА 

 
Для развитого дефекта (рис. 4) характерен 

сигнал с высоким уровнем шума. Эталонный 
сигнал моделировался как пятая стадия де-
фекта червячного колеса. Шумовая компо-

нента затрудняет анализ основных fz и ком-
бинационных частот fс ± fz, fс – rfвр, частот 
вращения fвр, 2fвр, 3fвр в спектрах огибающих 
обоих сигналов.  

 

 
 

Рис. 4. Сравнение спектров огибающих эталонного и реального сигналов,  
соответствующих пятой стадии дефекта червячного колеса редуктора ЭПА 

 
Основной причиной расхождения расчет-

ных и экспериментальных данных является 
возросшая в результате развития дефекта не-
стационарность реального объекта. Данная 
особенность не поддается прогнозированию с 
помощью представленной детерминированной 
модели. 

На основании лабораторных и промышлен-
ных экспериментов можно сделать вывод об 
адекватности модели, описывающей сигнал то-
ка ЭПА с учетом  технического состояния ар-
матуры. Возможно применение данной модели 
для формирования эталонных диагностических 
признаков с целью обучения  автоматизирован-
ной системы диагностики. 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК 
 
1. Никифоров, В. Н. Методика оценки технического 

состояния электроприводной арматуры РЦ и ТЦ энерго-
блока № 1 по ее электрическим параметрам. ЭМТД 66-
019–06 ПМ / В. Н. Никифоров, О. Ю. Пугачева, Д. В. Си-
ротин. – 2006. 

2. Добрынин, С. А. Методы автоматизированного ис-
следования вибрации машин : справ. / С. А. Добрынин,  
М. С. Фельдман, Г. И. Фирсов. – М.: Машиностроение, 
1987. – 224 с. : ил. – (Основы проектирования машин). 

3. Барков, А. В. Мониторинг и диагностика роторных ма-
шин по вибрации / А. В. Барков, Н. А. Баркова, А. Ю. Азов-
цев. – СПб.: Изд. центр СПбГМТУ, 2000. – 169 с. 

4. Электрические машины (специальный курс) / Г. А. Си-
пайлов [и др.]. – М.: Высш. шк., 1987. – 287 с. 

5. Шубов, И. Г. Шум и вибрация электрических ма-
шин / И. Г. Шубов. – 2-е изд., перераб. и доп. – Л.: Энер-
гоатомиздат, 1986. – 208 с. : ил. 

 



                                                                  ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

 

90 

УДК 621.039 
 

В. А. Носенко, А. В. Чернов, О. Ю. Пугачёва, Е. А. Абидова 
 

V. A. Nosenko, A. V. Chernov, O. Y. Pugacheva, E. A. Abidova 
 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ДИАГНОСТИЧЕСКОЙ ИНФОРМАЦИИ ПРИ ОЦЕНКЕ  
ТЕХНИЧЕСКОГО СОСТОЯНИЯ ЭЛЕКТРОПРИВОДНОЙ АРМАТУРЫ АЭС 

 

THE DIAGNOSTIC INFORMATION IDENTIFICATION AT ESTIMATION  
OF A TECHNICAL CONDITION OF ELECTRIC MOTOR DRIVE ARMATURES AT NPP 
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В условиях АЭС в качестве диагностических признаков дефектов электроприводной  арматуры исполь-
зуется информация, полученная при регистрации сигналов тока двигателя. Недостаточная  чувствительность 
данного метода может быть скомпенсирована за счет использования совместного анализа параметров спек-
тра и фазового портрета диагностического сигнала.  

Ключевые слова: диагностика подшипников, цифровая обработка сигналов, спектральный анализ, фазо-
во-плоскостной метод. 

 

In the conditions of NPP the information received at registration of signals of a current of the engine is used as di-
agnostic signs of defects armatures with electric drive. Insufficient sensitivity of the given method can be compensated 
for the account of use of the joint analysis of parameters of a spectrum and a phase portrait of a diagnostic signal. 

Keywords: diagnostics of bearings, digital processing of signals, the spectral analysis, fazovo-plane method. 
 
Одной из востребованных задач при экс-

плуатации АЭС является диагностика запорно-
регулирующей электроприводной арматуры 
(ЭПА). Наиболее распространенным в области 
технической диагностики методом является 
снятие виброакустического сигнала с после-
дующим анализом спектра данного сигнала [1, 
2]. В соответствии с экспериментальными дан-
ными, в спектре сигнала исправной ЭПА могут 
наблюдаться первая гармоника вращения рото-
ра fвр и сетевая гармоника fс, появление в спек-
тре других гармоник свидетельствует о неис-
правности ЭПА. Так, в спектре виброакустиче-
ского сигнала ЭПА с дефектом подшипника 
редуктора (рис. 1) проявляются  гармоники де- 
 

 
 

Рис. 1. Спектр виброакустического сигнала ЭПА с дефек-
том подшипника редуктора (fвр – частота вращения рото-
ра; fс – вторая сетевая гармоника; fтк; fсп; fвк; fнк – частоты 
тел качения, сепаратора, внутреннего и наружного  кольца 

подшипника) 

фектного подшипника: 8,7; 32; 52; 91 Гц – час-
тоты сепаратора, тел качения, наружного и 
внутреннего колец соответственно. 

Однако в условиях действующей АЭС при-
менение виброакустических датчиков затруд-
нительно. Альтернативным методом является 
диагностика по току, потребляемому двигате-
лем в процессе эксплуатации ЭПА [3]. При ди-
агностировании возникает задача выделения 
информативной составляющей из сигнала, ко-
торый в работе [4] приближенно описывается 
выражением (1): 

           ( )0 p( ) 1 ( ,  ( ) cos( ).z eI t I I t I t= + ω         (1) 

В данном сигнале номинальный рабочий 
ток двигателя I0 и сетевая гармоника ωe не не-
сут диагностической информации. Функция пе-
ремещений ротора ( )p ,  ( )zI t I t , которые опре-
деляются собственными и вынужденными ко-
лебаниями ротора ( )p ,  ( )zI t I t  и вынуждающим 
воздействиям со стороны дефекта Iz(t), может 
содержать информацию о механических дефек-
тах редуктора [2]. 

Помехи сигнала I(t) затрудняют его анализ. 
Поэтому в спектре токового сигнала ЭПА  
(рис. 2) отсутствуют информативные гармони-
ки, которые обнаруживаются в спектре одно-
временно снятого виброакустического сигнала 
(рис. 1). 

Очевидно, сетевая гармоника может быть 
представлена систематической помехой и под- 
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Рис. 2. Спектр сигнала тока двигателя ЭПА с дефектом подшипника редуктора 

 
лежит удалению. Штатная методика при обра-
ботке диагностических сигналов предполагает 
вычисление скользящего среднеквадратичного 
значения (СКЗ) сигнала. В результате усредне-
ния происходит ослабление информативных 
компонент сигнала. 

В ряде работ [1, 2, 5] в качестве преобразо-
вания для демодуляции сигнала, сохраняющей 
особенности модулирующих сигналов, предла-
гается фильтр на основе преобразования Гиль-
берта. Преобразование Гильберта функции I(t) 
позволяет получить мнимую составляющую 
комплексного представления сигнала: 

            

~ ( )( ) [ ( )] .
( )
I uI t H I t du
t u

∞

−∞

= =
π −∫            (2) 

Результат преобразования используется для по-
лучения огибающей сигнала: 

                 

~
2 2( ) ( ) ( ) .HI t I t I t⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

              (3) 

При анализе огибающей IH(t) определяются 
токово-временные параметры (время срабатыва-
ния, значение пускового тока, плавность хода и 
др.). Согласно штатной методике диагностирова-
ния, производится сравнение токово-временных 
параметров арматуры с соответствующими до-
пусками [3]. Несоответствие параметров допус-
кам идентифицируется системой диагностики как 
признак неисправности ЭПА. Неравенство (4) со- 

ответствует сравнению рабочего тока IH(t) с до-
пусками для данного параметра. 

                   Dmin< |IH(t)| < Dmax.                     (4) 

Неравенство выполняется при условии IР(t), 
Iz(t) много больше 1. Невыполнение неравенст-
ва (4) свидетельствует о пульсации тока двига-
теля. Причиной пульсаций тока двигателя 
ЭПА, согласно опыту эксплуатации, являются 
колебания ротора при периодическом вынуж-
дающем воздействии крутильного или попе-
речного характера.  

При анализе вынуждающих воздействий по 
сигналу IH(t) информацию о рабочем токе I0 мож-
но рассматривать как систематическую помеху. 
Данную помеху необходимо исключить путем 
вычитания медианного среднего значения Ме:  

              ( )( , ( )  = ( ) .p z H eI t I t I t M−               (5) 

Сигнал ( )( , ( )p zI t I t  при разложении в ряд 
Фурье можно представить суммой периодиче-
ских функций (6):  

             1
( ) sin(2 ).r k k k

k
I t А f t

∞

=

= π + ϕ∑
            

(6) 

В спектре сигнала тока ЭПА с дефектом 
подшипника после обработки (рис. 3) проявля-
ются те же гармоники, что и в спектре виброа-
кустического сигнала (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 3. Спектр сигнала тока двигателя ЭПА с дефектом подшипника редуктора после обработки 
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По спектрам (рис. 1 и 3) можно видеть, что 
амплитуды частот ротора больше частот под-
шипника, то есть диагностический сигнал в 
значительной степени определяется гармони-
ками, кратными частоте вращения ротора: 

            вр1
cos(2 ).N

r pn pnI I n f t≈ π + ϕ∑          
(7) 

Здесь N – число гармоник на частоте вращения 
ротора. Параметры Iрn, φрn, характеризующие 
гармоники статора, наведенные в результате 
вибраций ротора, вообще говоря, непостоянны. 
Определение динамики данных величин позво-
ляет различить крутильные и поперечные коле-
бания. Данная информация дает возможность 
идентифицировать техническое состояние ЭПА 
в случаях, когда различные дефекты проявля-
ются на одинаковых частотах. 

Однако спектральный анализ, основанный 
на представлении сигнала (6) в виде графиков 
bk(k) или φk(k), не предназначен для выявления 
данных особенностей. Получить комплексное 
представление сигнала (6) bk(k, φk) возможно с по-
мощью фазового плоскостного метода (ФПМ) [6].  

Метод предполагает представление диагно-
стического сигнала на комплексной плоскости 
в виде суммы проекций действительной части 
сигнала Ir и мнимой H(Ir). Конец результирую-

щего вектора описывает совокупность траекто-
рий, называемых фазовыми портретами (ФП). 
Формы ФП, соответствующих диагностиче-
ским сигналам ЭПА, близки к классу кривых, 
называемых эпициклоидами [7]. Данные кривые 
получаются как траектории движения точек, 
закрепленных на окружностях, катящихся 
внешним образом по другим окружностям. Вид 
фигуры зависит от соотношений радиусов ок-
ружностей и скоростей качения. 

Формы портретов диагностических сигна-
лов определяются соотношением величин, вхо-
дящих в выражение (7). Если N = 1, то портрет 
представляет собой окружность (рис. 4, а); если 
N = 2, кардиоиду (рис. 4, б); если N = 3 – неф-
роиду (рис. 4, в). Причем, соотношение между 
диаметрами «лепестков» характеризует соот-
ношения между амплитудами гармоник k = Ip1: 
(Ip2+Ip3).   

Поворот оси симметрии кардиоиды или 
нефроиды характеризует сдвиг фаз между гар-
мониками φрn. Значение сдвига следует отсчи-
тывать в положительную сторону от оси орди-
нат. Определение данного параметра по спек-
тру затруднительно, поскольку требует под-
стройки параметров спектра в каждом 
отдельном случае. 

  

 
                              а                                                               б                                                            в 
 

Рис. 4. Фазовые портреты сигналов тока двигателя ЭПА: 
а – без существенных дефектов; б – с дефектом зубчатой передачи редуктора; в – с дефектом редуктора двигателя 

 
Флуктуация амплитуд Ipn выражается в спи-

ралеобразном характере очерчивающих линий. 
Возможна оценка коэффициента амплитудной 
модуляции m по толщине контура ФП. Отме-
тим, что по ФП оценку коэффициента ампли-

тудной модуляции производить проще, чем по 
спектру сигнала, поскольку возможна одновре-
менная оценка модуляции всех тональностей и 
всех гармоник: 

 

                                

max min 1 1 1 1 1

max min 1 1 1 1 1

.
N L N L L

pn zl pn zl zl
N L N L N

pn zl pn zl pn

I I I I II Im
I I I I I I I

+ − +−
= = =

+ − + −
∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑                           

(8) 
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Если разности фаз φрn между гармониками 
на частоте ротора определяются фазовой моду-
ляцией, то формы ФП соответствуют полярным 
розам [7] (рис. 5, а). Таким образом, различие 
амплитудной и амплитудно-фазовой модуляции 
по ФП очевидно. По виду спектра отличить фа-

зовую модуляцию от многотональной ампли-
тудной затруднительно. 

В некоторых случаях (множественные дефек-
ты ЭПА) при наличии выраженной амплитудной 
и фазовой модуляции на различных частотах мож-
но наблюдать гибридные формы ФП (рис. 5, б).  

 

 
                                                         а                                                                            б 

 

Рис. 5. Фазовые портреты сигналов тока двигателя ЭПА: 
а – с несоосностью валов редуктора; б – со множественными дефектами редуктора 

 
Обработка сигналов тока, потребляемого двигателем ЭПА 

 

Этап  
обработки Состав сигнала Обработка сигнала Информативность 

1 Сетевая составляющая, типовые характе-
ристики, взаимодействие кинематических 
пар механизма, колебания ротора, шум. 

Демодуляция (фильтр Гиль-
берта) 

Соответствие типовых 
характеристик уставкам  

2 Типовые характеристики, взаимодействие 
кинематических пар механизма, колеба-
ния ротора, шум 

Выделение участка рабочего 
хода, централизация, Фурье-
преобразование   

Частоты взаимодействия 
кинематических пар ме-
ханизма 

3 Взаимодействие кинематических пар ме-
ханизма, колебания ротора, шум 

Комплексное представление 
сигнала 

Особенности колебаний 
ротора 

 
Итогом настоящей работы является пред-

ставленная в таблице методика, предполагаю-
щая поэтапную обработку сигнала с получени-
ем информационного комплекса на каждом 
этапе обработки.  

Данная методика была опробована при 
диагностике ЭПА как в лабораторных, так и в 
промышленных условиях. На основании прове-
денных испытаний можно заключить, что 
предлагаемые авторами методы обработки ди-
агностической информации позволяют более 
точно установить состояние диагностируемого 
оборудования, чем применяемые в данной об-
ласти штатные методы. 
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Приводится экспериментальное исследование частотных составляющих токовых сигналов, снятых с 
электродвигателя испытательной установки с внесенным дефектом в червяную передачу. Указываются ог-
раничения Фурье – преобразования, которые не позволяют точно определить место дефекта. Приводятся ре-
зультаты анализа токового сигнала при помощи непрерывного вейвлет-преобразования. 

Ключевые слова: диагностика, электроприводное оборудование, вейвлет-преобразование, Фурье-преоб-
разование. 

 

The article contains an experimental research of the current signals frequency components, taken from the 
engine of experimental equipment with defect in the worm gear. Specifies limits of the Fourier - transformation that 
does not allow accurately determine defect location. Present the results of the current signal analysis. 

Keywords: diagnostics, electro driving equipment, wavelet-transformation, Fourier-transformation. 
 
На сегодняшний день широкое распростра-

нение получили методы диагностирования элек-
тромеханического оборудования с использова-
нием токового сигнала, который регистрируется 
со статорных обмоток электродвигателя при ра-
боте привода. Мобильность данного подхода и 
относительная оперативность выдаваемых ею 
результатов контроля позволяют производить 
измерения дистанционно, вдали от исследуемо-
го оборудования, когда доступ к объекту кон-
троля затруднен или невозможен (например, 
ввиду наличия высокой температуры). 

Спектральный анализ сигналов – наиболее 
распространенный способ анализа сигналов.  
В подавляющем большинстве случаев исполь-
зуется преобразование Фурье (или его разви-
тие – оконное преобразование Фурье) для по-
лучения спектра частот сигнала [1, 2]. Следует 
отметить, что практическое применение мето-
дов спектрального анализа с использованием 
преобразования Фурье неэффективно для не-
стационарных сигналов.  

Данные трудности могут быть преодолены 
за счет использования свойства локальности 
непрерывного вейвлет-преобразования, что по-
зволяет анализировать и обрабатывать неста-
ционарные (во времени) или неоднородные  
(в пространстве) сигналы [3, 4]. 

В статье [5] показано, что при помощи не-
прерывного вейвлет-преобразования (НВП) 
можно производить анализ частотных состав-
ляющих токового сигнала. Также в ней указы-
вается, каким образом может быть использова-
но НВП при ограничениях накладываемых дис-
кретностью токового сигнала.  

Экспериментальная оценка метода диагно-
стирования с использованием НВП была вы-
полнена на испытательной установке, показан-
ной на рис. 1. 

Для записи токовых сигналов использова-
лась информационно-измерительная  система 
 

 
 

 Рис. 1. Испытательная установка
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включающая: первичный датчик (токовые кле-
щи – PR230 ACV); АЦП (модель Е14-140); но-
утбук. Установка представляла собой станину, 
на которой смонтированы червячный редуктор, 
нагрузочный тормоз, приводной электродвига-
тель и пульт управления. 

Эксперимент состоял в последовательном 
увеличении зазора между зубом червячного ко-
леса и витками червяка. Это достигалось путем 
уменьшения толщины зуба червячного колеса 
посредством его периодического механическо-
го стачивания. Для каждого опыта производи-
лась запись токового сигнала при различных 
вариантах нагрузок, создаваемых электромаг-
нитным тормозом (ЭТ): отсутствие, половина 
максимальной, максимальная. 

 

 
 

Рис. 2. Внешний вид червячного колеса 

         
 

Рис. 3. Внешний вид подпиленной контактной  
поверхности зуба червячного колеса 

 
Рассмотрим пример использования пред-

лагаемой методики определения технического 
состояния для опыта при создаваемой ЭТ мак-
симальной нагрузке, когда толщина зуба чер-
вячного колеса была уменьшена на 1,2 и соста-
вила 3,6 мм. Токовый сигнал, записанный для 
этого опыта, показан на рис. 4. 

Как видно из рисунка, с периодичностью, 
равной одному обороту червячного колеса, в 
токовом сигнале появляются возмущения. То 
есть в результате уменьшения толщины зуба 
червячного колеса и деградации червячной па-
ры, вместо процессов трения при скольжении 
витка червяка по зубу червячного колеса, стали 
происходить динамические удары (входа и вы-
хода из зацепления дефектного зуба). 

 

 
 

Рис. 4. Токовый сигнал 

 
Воспользовавшись записанным токовым 

сигналом, построим его Фурье-спектр (рис. 5) и 
вейвлет-спектр (рис. 6). 

В результате появления данного дефекта, в 
спектре, построенном при помощи Фурье-пре-
образования (рис. 5), происходит «размытие» 
частотных составляющих, и сделать однознач-

ный вывод о виде дефекта не представляется 
возможным. 

По записанному токовому сигналу (рис. 4), 
после удаления сетевой составляющей, постро-
ен его вейвлет-спектр (рис. 6). В полученном 
вейвлет-спектре обнаружены характерные уча-
стки, один из которых отображен на рис. 7.  
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Рис. 5. Фурье-спектр токового сигнала 
 

 
Рис. 6. Вейвлет-спектр на интервале 2,5 с 

 

 
Рис. 7. Вейвлет-спектр участка от 0,85 до 1,9 с 

 
В полосе «1» вейвлет-коэффициентов (рис. 7), 

наблюдаются нестационарности (в интервале 
от 1,3 до 1,5 с), в связи с изменением условия 
контакта поверхности зуба червячного колеса и 
червяка. Цифрами «2», «3» отмечены полосы 
частот отражающих процессы взаимодействия 
деталей в подшипниках; «4» – колебание поя-
вившиеся в результате удара. 

С помощью НВП можно производить мони-
торинг изменения параметров, путем обнуле-

ния вейвлет-коэффициентов выше и ниже ин-
тересующей частоты и последующим ее вос-
становлением, по определенной полосе частот 
используя для этого, например, такие оценки, 
как математическое ожидание, дисперсия. 

В результате проведенных экспериментов в 
токовом сигнале однозначно определены час-
тоты, характерные для дефекта зуба червячной 
передачи. С помощью непрерывного вейвлет-
преобразования появилась возможность не 

f, Гц 

А, Дб
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только контролировать амплитуду частотных 
составляющих токового сигнала, но и также 
осуществлять мониторинг их изменения. При-
менение метода на практике подтвердило его 
хорошую чувствительность к определению де-
фектов при наличии нестационарностей, возни-
кающих при дефектах элементов электромеха-
нического оборудования. 
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CREATING THE ULTRASONIC MEASURING SYSTEM FOR THE DEFECT DIAGNOSTIC  
IN THE ALLOYING ZONE OF LAYERED METAL SAMPLES 
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В работе построена ультразвуковая измерительная система для диагностики слоистых металлических 
образцов (сталь + сталь, медь + сталь), изготовленных методом сварки взрывом, при использовании опти-
мальных параметров диагностики. Анализ спектров отражения показывает, что наличие дефекта дает эф-
фект полного внутреннего отражения – для всех частот из рассматриваемого диапазона энергетический ко-
эффициент отражения равен 1; соответственно, коэффициент прохождения равен 0. Полученные результаты 
показывают эффективность данного подхода при диагностике металлических слоистых образцов. 

Ключевые слова: ультразвуковая измерительная система, диагностика слоистых металлических образ-
цов, анализ спектров отражения, эффект полного внутреннего отражения. 

 

The ultrasonic measuring system for the layered metal samples diagnostic has been created. Layers steel + steel 
and copper + steel have been investigated. The method of welding by the explosion was used in preparation of the 
layered structures. If a defect is present the total reflection is observed for all frequencies used. Consequently, the 
energy transmission coefficient is equal zero. The efficiency of the developed method for a layered system with bi-
metal layers is thereby demonstrated.  

Кеуwords: ultrasonic measurement system, diagnostics of layered metallic samples, analysis of reflection spec-
tra, effect of total internal reflection. 

 
Акустические волны ультразвукового диа-

пазона широко используются в диагностике ме-
таллов (см. [3, 4]). В настоящей работе рас-
сматривается ультразвуковая измерительная 
система для диагностики слоистых металличе-
ских образцов, изготовленных методом сварки 
взрывом, с использованием оптимальных пара-
метров диагностики. Слоистые металлические 
структуры находят широкое применение в тя-
желом машиностроении; нефтяной, газовой и 
атомной промышленности, а также других от-
раслях народного хозяйства. 

Покажем теоретический механизм распро-
странения ультразвуковой волны в слоистых 

металлических структурах, изготовленных ме-
тодом сварки взрывом. Рассмотрим распро-
странение плоской гармонической акустиче-
ской волны с частотой ω  в неоднородной по 
координате z среде. 

Решение уравнения Гельмгольца для давле-
ния 

                         2 0kΔψ + ψ =                         (1) 
ищем в виде: 

                 ( , ) ( )exp( )x z z ik zΙΙψ = ϕ .              (2) 
Здесь kΙΙ  – проекция волнового вектора на ось x. 

Для зависящей от z функции получаем урав-
нение: 
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                       2 0яkΔϕ+ ϕ = ,                         (3) 

где               2 2
zk k kΙΙ= − ,   

l

k
c
ω

= ,                  (4) 

lc  – скорость звука в среде. 
Для проекции скорости [1] получаем: 

                      
0

1
z

dv
i dz

ϕ
= ⋅

ωρ
.                        (5) 

Здесь 0ρ  – плотность среды. 
Вводим обозначения: 

          
( )

( )
( )z

z
Q z

v z
ϕ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,   
0

2

0

0
ˆ

0zA k
ωρ⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟ωρ⎝ ⎠

.        (6) 

Тогда уравнения для ( )zϕ  и ( )zv z  записы-
ваются в векторном виде: 

                        ˆdQ iA Q
dz

= ⋅ .                           (7) 

Для этого уравнения по методу, изложен-
ному в [2], получаем следующую характери-
стическую матрицу: 

          1 1
1

1 1 1

cos( ) sin( )ˆ ( )
sin( ) cos( )

iz z
bM z

ib z z

⎛ ⎞λ − λ⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− λ λ⎝ ⎠

.      (8) 

Здесь                 1 1
0

, z
z

kk bλ = =
ωρ

.                   (9) 

Рассмотрим теперь систему, состоящую из 
n слоев. 

Для характеристической матрицы много-
слойной системы получаем следующий ре-
зультат: 

             1
1

ˆ ˆ( ) ( )
n

n j j j
j

M z M z z −
=

= −∏ .             (10) 

Здесь 1j j jd z z −= −  – толщина слоя, а 1
ˆ ( )j j jM z z −−  – 

соответствующая характеристическая матрица 
j-го слоя (рис. 1). 

 
 

Рис. 1. Многослойная система из n слоев: 
1 – область пространства, откуда приходит волна; t – подложка; 

zj – координаты границ слоев; 1j j jd z z −= −  – толщина слоя 

 
Рассматриваем теперь задачу об отражении 

звуковой волны на границе раздела двух сред 
(рис. 2). 
 

 
 

Рис. 2. Геометрия отражения звуковой волны на границе 
раздела двух сред – волновые вектора волн давления па-
дающей (i), отраженной (R), прошедшей (T); ˆ ( )nM z  – ха- 

рактеристическая матрица многослойной структуры 
 
Для волн давления и скорости падающей (i), 

отраженной (R), прошедшей (T) соответственно 
имеем: 

 

                       

0 1 1

1
0 1

1

1
1

1

exp( ), exp( ), exp( ( ))

exp( )

exp( )

exp( ( ))

i z R R z T T tz n

i z
z z

R z
z R z

T tz
z T tz n

t

A ik z A ik z A ik z z
kv A ik z

kv A ik z

kv A ik z z

ϕ = ϕ = − ϕ = −

=
ωρ

= −
ωρ

= −
ωρ

                          (11) 

 

Здесь индексы 1 и t относятся к первой сре-
де и подложке соответственно (рис. 2). 

Рассматривая сшивание полей на границе 
среды, получаем следующие формулы для ам-



ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

 

99

плитудных коэффициентов отражения и про-
хождения: 

      1 11 12 21 22

0 1 11 12 21 22

( ) ( )
( ) ( )

t tR

t t

b m b m m b mAR
A b m b m m b m

+ − +
= =

+ + +
,    (12) 

      1

0 1 11 12 21 22

2
( ) ( )

T

t t

A bT
A b m b m m b m

= =
+ + +

.    (13) 

Здесь ijm  – элементы характеристической мат-

рицы слоистой системы; tz
t

t

kb =
ωρ

. 

Для энергетических коэффициентов отра-
жения и прохождения получаем: 

                          2Rℜ = ,                            (14) 

                  1

1

Re
Re

tz

t z

k T
k

ρ
ℑ = ⋅ ⋅

ρ
.                    (15) 

На рис. 3 и 4 представлены частотные спек-
тры отражения и прохождения для различных 
случаев при нормальном падении. Видно, что 
частота 2,5 МГц попадает в область минималь-
ного отражения для параметров рис. 3, что яв-
ляется приемлемым. При другом значении па-
раметров иммерсионного слоя отражение будет 
гораздо более значительным 75 % (рис. 4), что 
существенно затрудняет диагностику дефекта. 
Таким образом, можно подобрать оптимальные 
параметры этого слоя. Из рисунков видна ин-
терференция волн из-за слоистости системы. 
При этом характер интерференции определяет-
ся размерами слоев и характеристиками их ма-
териалов. 
 

 
 

Рис. 3. Частотные спектры энергетического коэффициента 
отражения и прохождения для параметров иммерсионного 

слоя c = 4000 м/с, ρ = 3000 кг/куб. м 
 

Рассмотрен также случай, когда биметалли-
ческий слой содержит дефект в виде тонкого 
воздушного слоя. Рассматривались случаи би-
металлов сталь + сталь, медь + сталь. 

 
 
Рис. 4. Частотные спектры отражения и прохождения для па-
раметров иммерсионного слоя c = 5000 м/с, ρ = 4000 кг/куб. м 

 
Анализ спектров отражения показывает, что 

наличие дефекта дает эффект полного внутрен-
него отражения – для всех частот из рассматри-
ваемого диапазона энергетический коэффици-
ент отражения равен 1; соответственно, коэф-
фициент прохождения равен 0. Поэтому его 
легко обнаружить экспериментально. 

На рис. 5 и 6 приведены графики зависимо-
стей фазы отраженной волны. Последний рису-
нок относится к случаю, когда биметалличе-
ский слой содержит дефект в виде тонкого воз-
душного слоя. Из этого графика видно, что хо-
тя энергетический коэффициент отражения 
равен 1, фаза продолжает сохранять чувстви-
тельность к наличию границ многослойной 
системы. 
 

 
 
Рис. 5. Частотная зависимость фазы отраженной волны 

для параметров рис. 3 
 

В настоящей работе были проведены экспе-
рименты по диагностике дефектов в биметал-
лах с использованием результатов теорети-
ческого анализа и найдены оптимальные па-
раметры для обнаружения дефектов слоистой 



                                                                  ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

 

100 

 
 

Рис. 6. Частотная зависимость фазы отраженной волны. 
Случай биметаллического слоя с дефектом в виде тонкого 

воздушного слоя 
 

структуры. Для этого нами была построена из-
мерительная система для диагностики слои-
стых металлических образцов, изготовленных 
метом сварки взрывом, с использованием со-
временных ультразвуковых дефектоскопов 
УД2-140 и УД2-70, в которых реализованы им-
пульсные варианты эхо-метода и зеркально-
теневого метода, с последующей обработкой 
полученных данных. 

Для проведения ультразвуковой диагности-
ки были разработаны и изготовлены наклонные 
пьезоэлектрические преобразователи с углами 
ввода в сталь 65 и 50о с частотой ультразвуко-
вого импульса 2,5 МГц, для которых построены 
реверберационно шумовые характеристики, 
сняты амплитудно-частотные характеристики; 
а также в работе использовались стандартные 
раздельно-совмещенные пьезоэлектрические 
преобразователи с частотами 2,5 и 5,0 МГц. 
Частота повторения ультразвуковых импульсов 
фиксирована и равна 1 кГц. На рис. 7, 8 и 9 
представлены дефектограммы, характерные для 
различных параметров дефекта в граничной зо-
не металлических слоев. 
 

 
 

Рис. 7. Отражение импульса от зоны сплавления в отсутствии 
дефекта слоистая металлическая структура сталь + сталь 

 
 

Рис. 8. Отражение импульса от дефекта размером 0,01 мм 
слоистая металлическая структура сталь + сталь 

 

 
 

Рис. 9. Отражение импульса от дефекта размером 0,1 мм 
слоистая металлическая структура сталь + сталь 

 
Таким образом, в работе построена ультра-

звуковая измерительная система для экспери-
ментального анализа отражения ультразвуко-
вой акустической волны для различных слои-
стых металлических образцов, изготовленных 
методом сварки взрывом. Одновременно по-
строена математическая модель распростране-
ния ультразвуковой волны в слоистых метал-
лических структурах. Полученные результаты 
показывают эффективность данного подхода 
при диагностике слоистых систем. 
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В статье исследуется связь между контурами нелинейного резонатора, определяемая функциями связи, 
входящими в полученную ранее математическую модель нелинейной параметрической зонной (пазонной) 
системы – НПС. С помощью моделирующих компьютерных программ установлено поведение самих нели-
нейных функций связи и их различных сочетаний (сумм и произведений), входящих в математические мо-
дели – дифференциальные уравнения с периодическими коэффициентами. Проанализировано взаимодейст-
вие между контуром накачки и колебаниями резонансного контура системы в высших зонах неустойчиво-
сти. Выяснено влияние асимметрии системы на поведение функций связи. Установлено, что чем больше 
процент асимметрии системы, тем меньше проявляется параметрический механизм обмена энергией внеш-
ней силы (накачки) с резонансным контуром.  

Ключевые слова: нелинейный резонатор, параметрический резонанс, резонансный контур, высшие зоны 
неустойчивости электромагнитных колебаний, функции связи между контурами, четные гармоники, не-
идентичность физических параметров внутренней структуры системы, учет асимметрии системы, разброс 
параметров магнитных сердечников.  

 

Communication functions between contours of nonlinear resonator is investigated in this article. By means of 
modelling computer programs, the behaviour of nonlinear functions of communication and their various combina-
tions (their sums and multiplications, entering into mathematical models – nonlinear differential equations with pe-
riodic factors) is established. Interaction between rating contour and resonant contour oscillations of nonlinear pa-
rametrical zone system in the higher zones of electromagnetical oscillations instability is analyzed. Influence of sys-
tem asymmetry on behaviour of communication functions is found out. It is established, that the more percent of 
system asymmetry, then the less the parametrical mechanism of exchange by energy of external force (rating) with 
resonant contour is observed.  

Keywords: nonlinear resonator, parametrical resonance, resonant contour, higher zones of instability of oscilla-
tions, communication functions, even harmonics, non-identity of physical parameters of internal structure of system, 
account of system asymmetry, disorder of parametres of magnetic cores. 

 
Одной из разновидностей нелинейных ре-

зонаторов является нелинейная параметриче-
ская зонная (пазонная) система (НПС) с пе-
ременной реактивностью, в качестве которой 
может выступать индуктивность или емкость. 
Такая система способна функционировать  
в радиочастотном, микроволновом и оптиче-

ском диапазонах (УВЧ, СВЧ, КВЧ, ГВЧ). 
Принцип ее работы основан на явлении нели-
нейного параметрического резонанса – пре-
образовании внешнего воздействия накачки 
(входного сигнала) в соответствующее изме-
нение амплитуды параметрических колеба-
ний [1–9].  

Ча с т ь  1  Ча с т ь  3 
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По обмоткам накачки подобного преобра-
зователя протекает ток возбуждения накачки i0 
с частотой 0ω , изменяющий индуктивность 
рассматриваемых обмоток накачки с удвоенной 
частотой. На эту частоту и настроен резонанс-
ный контур. При этом значительно усиливается 
вторая гармоника частоты возбуждения спек-
тра случайных сигналов (флуктуаций) резо-
нансного контура за счет проявления нелиней-
ного параметрического эффекта [1–3]. Если на-
строить резонансный контур НПС путем под-
бора величины тока накачки или изменить его 
динамические параметры путем изменения ем-
кости и числа витков обмоток, то можно полу-
чить и использовать частоту тока возбуждения, 
кратную частоте накачки [4]. Для НПС с сосре-
доточенными параметрами из n цепей на k сер-
дечниках (рис. 1) рабочий режим будет опреде-
ляться величиной тока, обуславливающего  
необходимую глубину модуляции индуктивно-
сти. В установившемся режиме в резонанс- 
ных контурах могут одновременно генериро-
ваться параметрические колебания с частотами 

( )1 12 ; ;  1;  2;  3 3 2n nω = … . Одновременные ко-

леания обусловлены тем, что в резонансных 
контурах всегда существуют электрические 
флуктуации, среди которых есть колебания с 
нужной фазой и частотой, на которую и на-
строен соответствующий контур. Эти колеба-
ния будут усилены за счет параметрического 
эффекта [1–3]. Связь между контурами осуще-
ствляется путем размещения на общих сердеч-
никах резонансных обмоток различных конту-
ров, и определяется функциями связи. Колеба-
ния будут происходить до тех пор, пока вклю-
чен генератор накачки [5]. Управлять этими 
колебаниями можно путем включения и вы-
ключения генератора накачки или путем пода-
чи сигналов, превышающих по мощности па-
раметрические колебания в контуре. Это обыч-
ный режим работы НПС как параметрического 
генератора. Колебания в резонансных контурах 
являются устойчивыми лишь при нагрузке, 
меньшей определенного критического значе-
ния. Если значения сопротивлений 2 nR R…  
(рис. 1) больше критических, то колебания 
срываются. Введением соответствующего со-
противления в один из резонансных контуров 
НПС можно осуществить управление работой 
всей  системы, когда в одном указанном резо-
нансном контуре колебания срываются, а в 
других резонансных контурах – нет. При вве-

дении сопротивлений в другие резонансные 
контуры наблюдается тот же эффект. При зна-
чениях сопротивлений, равных критическим, 
наблюдается регенеративный режим [4, 5].   
 

 
 

Рис. 1. Нелинейная параметрическая зонная система с сосре-
доточенными параметрами из n цепей на k сердечниках 

 
Следует отметить, что при увеличении час-

тоты накачки и при постоянной амплитуде на-
пряжения генератора накачки сначала создаются 
условия для возбуждения высших гармоник,  
а затем низших. С увеличением же амплитудно-
го значения напряжения накачки, при постоян-
ной ее частоте, сначала создаются условия гене-
рации колебаний для низших гармоник тока. 

Таким образом, можно осуществить пере-
ход из одной области параметрических коле-
баний в другую при условии изменения ампли-
туды или частоты напряжения накачки. Преоб-
разование энергии в системе происходит в со-
ответствии с теоремой Менли – Роу [3, 4]. Для 
работы многоконтурной  системы на трех час-
тотах (рис. 1) можно охарактеризовать три ре-
жима [4]:  

1. Режим, когда 2 0 1.ω = ω +ω  Переменная 
реактивность (индуктивность или емкость) мо-
жет потреблять мощность на частоте внешнего 
воздействия (накачки) 0ω  и генерируемого 
сигнала 1ω  и отдавать ее на комбинационной 
частоте 2ω . В системе наблюдается усиление 
сигнала частоты накачки 0ω  путем преобразо-
вания частоты 1ω  в 2ω , благодаря перекачке 
мощности внешнего воздействия. В этом ре-
жиме НПС функционирует  как нерегенератив-
ный устойчивый параметрический усилитель. 
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2. Режим, когда 2 1 0.ω = ω −ω  В этом случае 
мощность внешнего воздействия накачки пре-
образуется как в мощность комбинационной 
частоты, так и в мощность на частоте генери-
руемого сигнала 1ω . Переменная реактивность 
ведет себя как отрицательное сопротивление, и 
система представляет собой регенеративный, 
потенциально неустойчивый усилитель. 

3. Режим, когда в системе имеют место час-
тоты 1ω  и 2 1.nω = ω  Получается случай умно-
жения частоты колебаний в высших зонах па-
раметрической неустойчивости. В такой систе-
ме можно получить КПД до 100 %. 

В НПС с сосредоточенными параметрами из 
двух цепей на двух сердечниках (рис. 2) объек-
том параметрического усиления являются чет-
ные гармоники сигнала 0i , которые появляются 
и складываются в обмотках управления соглас-
но выбранной фазировке. Эти гармоники слу-
жат вынуждающей силой параметрического ре-
зонансного контура. Амплитуда и фаза колеба-
ний в резонансном контуре будут определяться 
величиной и полярностью входного сигнала 0i . 
Если 0i  медленно меняется, то соответственно 
будет промодулировано переменное вынуж-
дающее напряжение, а вместе с ним промоду-
лированы и усилены четные гармоники напря-
жения.  
 

 
 
Рис. 2. Параметрический преобразователь индуктивного 

типа с цепью управления (усилитель-модулятор) 
 
В реальных устройствах наблюдаются и не-

четные гармоники вследствие электрических 
флуктуаций. Приведенная система может уси-
ливать постоянные, медленно меняющиеся и 
высокочастотные сигналы, частота которых 
кратна частоте напряжения накачки [4, 6].   

При взаимодействии НПС, как резонансной 
системы, с интенсивным внешним воздействи-
ем различной природы, наряду с изменением 
дисперсных свойств активной среды и диссипа-

тивных свойств системы наблюдается явление 
возбуждения параметрических колебаний. При 
этом возникают различные процессы парамет-
рических взаимодействий, от экспоненциально-
го возрастания флуктуаций – до установления 
стационарного режима и гашения колебаний в 
высших зонах неустойчивости. Эти явления 
имеют место при определенных рациональных 
и иррациональных соотношениях собственной 
частоты системы и частоты внешнего воздейст-
вия, потерь и степени модуляции параметра 
(реактивности) НПС [6, 7]. 

В реальных резонансных системах внешнее 
воздействие на физический объект обычно 
асимметрично и носит сложный полигармониче-
ский характер, поэтому исследование отклика 
колебательной системы при воздействии спек-
тра гармоник представляет особый интерес. Ис-
следование энергетических процессов в НПС 
при интенсивном внешнем воздействии на реак-
тивный элемент (среду) системы позволяет уве-
личить эффективность такого рода взаимодейст-
вий и представляет практический интерес для 
проектирования управляемых режимов воздей-
ствия и построения преобразователей, исполь-
зующих такой принцип работы [6, 7].  

При незначительной расстройке системы и 
значительной интенсивности внешнего воздей-
ствия (накачки) параметрические колебания в 
резонансной системе возбуждаются лишь при 
определенных потерях в системе, зависящих от 
их критического значения. При потерях, превы-
шающих критическое значение, порции энергии, 
вносимые за счет параметрического механизма 
передачи в систему, недостаточны для компен-
сации затухания (диссипации). Потери в резо-
нансной системе, равные критическому значе-
нию, способствуют созданию устойчивого ре-
жима колебаний в соответствующих зонах неус-
тойчивости и позволяют управлять колеба-
тельным процессом в системе незначительными 
по интенсивности внешними сигналами. При 
этом фаза параметрических колебаний будет оп-
ределяться фазой входного сигнала воздействия. 
Асимметрия воздействия приводит к неравно-
мерной амплитудной характеристике синусои-
дальной и косинусоидальной составляющих ко-
лебания отклика системы [8, 9].  

При рассмотрении взаимодействий в реаль-
ной среде формализация основана на том, что 
ее представляют  в виде открытой системы, в 
которой выделяют структурные элементы, свя-
занные с одним видом энергии (магнитной, 
электрической, кинетической, потенциальной, 
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тепловой и их аналогами), ее источники и стоки, 
строят структурную схему и математическую 
модели. При этом теоретические исследования 
представляют значительную трудность для ана-
литических вычислений в силу нелинейности 
протекающих физических процессов и связан-
ной с этим сложности математического аппарата 
описания взаимодействий в системе [1–4]. 

В качестве физической модели резонансной 
системы усилитель-модулятор (рис. 2) пред-
ставлен трехконтурной электрической схемой, 
на которой  указаны соответствующие обозна-
чения и соединения обмоток. Потери в конту-
рах усилителя учтены соответствующими со-
противлениями резисторов R0, R1 и R2. Собст-
венная частота такой системы будет опреде-
ляться величиной индуктивности элементов на 
магнитных сердечниках I и II и емкостью кон-
денсатора C резонансного контура.  

Исследуем характер колебаний в НПС при 
воздействии на нее полигармонического сигна-
ла и появления при этом дополнительных гар-
моник в ее результирующих колебаниях. В ре-
зонансной системе с сосредоточенными пара-
метрами, при внешней накачке в виде ( )нe t =  

sin( )mU t= ω + ϕ  и наличии дополнительного 
входного сигнала в цепи управления в виде 

1
( ) sin( ),

n

o o k k
k

e t A A k t
=

= + ω + ϕ∑   где 0A  −  посто- 

янная амплитудная составляющая внешнего 
воздействия, а kA  − амплитудная составляю-
щая для k-й гармоники, входной ток, проте-
кающий по обмоткам управления 0W , нарушает 
симметрию магнитного потока и вызывает по-
явление четных гармоник входного напряжения 
накачки, которые и являются вынуждающей 
силой параметрического контура.  

Математическая модель такой системы  по-
лучена на основе законов Кирхгофа и полного 
тока [4, 6]. Аппроксимация нелинейной зави-
симости напряженности магнитного поля Н от 
индукции В проведена в виде гиперболического 
синуса H sh B= α β , где ,  α β  – коэффициенты 
аппроксимации; ,  B H  – мгновенные значения, 
соответственно, магнитной индукции и напря-
женности магнитного поля в сердечнике. Ма-
тематическая модель системы учитывает си-
нусную и косинусную составляющие в спектре 
выходного сигнала в высших зонах неустойчи-
вости НПС [7, 8].  

Рассмотрим систему НДУ с периодически-
ми коэффициентами, характеризующую рас-
смотренную НПС с учетом ее диссипации (по-
терь) и асимметрии внутренней структуры (не-
идентичности параметров элементов) системы. 
При этом внешнее полигармоническое воздей-
ствие представим в виде разложения на гармо-
нические составляющие. 

 

     
1 1 3 2 4

2
0

2 3 1 2 4 2 3 3 1 2 4 3 02

( ) cos ;
2

( ) ( ) 0.
2 2

m
dx D D xD yD U
d

did y d D D yD xD D D yD xD i
d d d

⎧ δ⎛ ⎞ ′+ γ − ε − + = τ⎜ ⎟⎪ τ ⎝ ⎠⎪
⎨

δ δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ′ ′+ γ − ε − + − γ + γ − ε − + − γ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ τ τ τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

        (1)  

 

Здесь τ = ωt;  ;
22

 ;
22 21 DyshxshDychxshD ==  

22
 ;

22 43
ychxchDyshxchD == ; 

0 01 2
1 2 22 2 2

1 2 2

;    ;    ;W RlR lR
SW SW SW

βαβ αβ ′γ = γ = γ =
ω ω ω

 

0
3 32 2 2 2

2 2

;    ;Wl
SW C SW C

βαβ ′γ = γ =
ω ω

  
1

m
m

UU
SW
β′ =

ω
; 

0i =  

1 0
1

( sin ( )) ,
n

k k
k

e e y A A k d Cθτ θτ

=

⎛ ⎞
= −θ + + τ +ψ τ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ �  

где 0 0 0
1 0

0 0 0 0

;     ;    ;    ;k
k

R SW U UA A
L L L L

θ = θ = = =
ω β ω ω

 

L0 – индуктивность цепи; W0, R0, i0 –число вит-
ков, сопротивление и ток обмотки управления; 
U0, Uk – амплитуда постоянной и k-й состав-
ляющей управляющего воздействия. 

В системе НДУ (1) переменная y имеет фи-
зический смысл напряжения на обмотках резо-
нансного контура; переменная x представляет 
собой напряжение на обмотках цепи возбужде-
ния (контура накачки); S и l – площадь попереч-
ного сечения и длина средней магнитной линии 
магнитных сердечников; W1 и W2– число витков 
в цепи возбуждения и в резонансной цепи; С – 
емкость резонансной цепи; R0, R1 и R2  – актив-
ные сопротивления соответственно в цепи 
управления, цепи возбуждения и в резонансной 
цепи; ω – круговая частота накачки, τ = ωt – 
приведенное время. Выражения D1–D4 (произве-
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дения гиперболических функций) представляют 
собой функции связи контуров (цепи возбужде-
ния контура накачки и резонансного контура).  

В свою очередь, величины α и β зависят от 
магнитной проницаемости сердечника и интен-
сивности приложенного воздействия (поля на-
качки). 

Рассмотрим физические процессы в НПС 
при наличии асимметрии внутренней структу-
ры и полигармоническом внешнем воздействии. 
Для анализа процессов, протекающих в НПС, 
имеющей неидентичность физических пара-
метров внутренней структуры, введем в дан-
ное уравнение коэффициенты – малые величины 
асимметрии ε, δ, ρ, η и ξ, которые будут учиты-
вать ее асимметрию через отклонение парамет-
ров от их среднего результирующего значения. 
Следовательно, неидентичность магнитных сер-
дечников будет выражаться различием коэффи-
циентов аппроксимации нелинейности: 

1 2 1(1 ),    (1 ),    (1 ),α = α − ε α = α + ε β = β − δ  

2 (1 )β = β + δ  
и разницей сечения и длины средней магнитной 
линии: 

1 2 1(1 ),    (1 ),    (1 ),S S S S l l= − ρ = + ρ = − η  

2 (1 ),l l= + η  
а неидентичность обмоток резонансной цепи 
учитывается выражениями: 

2 2 2 2W W (1 ),   (1 )W W′ ′′= − ξ = + ξ , 

где α1, α2, β1, β2, S1, S2, l1, l2, 2W ′ , 2W ′′  – парамет-
ры асимметричной системы. 

Пренебрегая величинами второго порядка 
малости, при условии малости δ (δ→0), имеем: 
shδβB ≅ δβB, a chδβB ≅ 1.  

Преобразуем исходную систему НДУ отно-
сительно новых выражений: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )

1 1 3 2 4

2 2

2 3 1 2 4 3 3 1 2 42 2

cos ;
2

] 0,
2 2

m
dx dy D D xD yD U
d d
d y d x d D D yD xD D D yD xD
d dx d

⎧ δ⎡ ⎤ ′− ρ + γ − ε + η− ξ − + = τ⎪ ⎢ ⎥τ τ ⎣ ⎦⎪
⎨

δ δ⎡ ⎤⎪ − ξ + ρ + γ − ε + η − + + γ − ε + η − + =⎢ ⎥⎪ τ τ ⎣ ⎦⎩

 (2) 

 

где выражения 1 2;     ;
2 2 2 2
x y x yD sh ch D sh sh= =  

3 4;    
2 2 2 2
x y x yD ch sh D ch ch= =  – описанные вы-

ше функции связи цепи возбуждения контура 
накачки и резонансного контура.  

Таким образом, получена система двух 
НДУ второго порядка с периодическими коэф-
фициентами относительно мгновенных значе-
ний индукции. Первое уравнение описывает 
цепь возбуждения, второе – резонансную цепь. 
Коэффициенты 1 2 3,  ,  ,  mU ′γ γ γ  содержат конст-
руктивные параметры системы. Система урав-
нений (2) определяет совокупность всех физи-
ческих процессов, протекающих в асимметрич-
ной системе. Учет асимметрии системы (с по-
мощью коэффициентов при соответствующих 
членах уравнения) дает возможность оценить 
влияние разброса параметров магнитных сер-
дечников и числа витков при проектировании 
параметрических преобразователей.  

В соответствии с ранее принятой методикой 
построения моделей [1–9], найдем токи в цепи 
накачки i1 и резонансной цепи i2. Учитывать 
асимметрию магнитных сердечников будем ма-
лыми величинами ε и δ. Получим следующую 
систему уравнений для токов: 

          
( )

( )

1 1 3 2 4
1

2 3 1 2 4
2

;
2

,
2

li D D xD yD
W

li D D xD yD
W

⎧ α δ⎡ ⎤= − ε − +⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪
⎨

α δ⎡ ⎤⎪ = − ε − +⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

       (3) 

где 1 2 3 4, , ,D D D D  – функции связи контуров, 
описанные выше.  

При исследовании сложных многоконтур-
ных НПС встречаются математические модели, 
включающие суммы произведений гиперболи-
ческих функций. Такие выражения характери-
зуют нелинейную связь контуров цепи возбуж-
дения контура накачки и резонансного контура, 
обусловленную модуляцией энергоемкого ин-
дуктивного элемента. Для системы из двух це-
пей на двух сердечниках уравнение связи явля-
ется произведением двух функций:  

              
1 1

1 1

2 3
2 2

;
2 2

.
2 2

l x y li sh ch D
W W

l y x li sh ch D
W W

α α⎧ = =⎪⎪
⎨ α α⎪ = =
⎪⎩

             (4) 

Для цепи накачки контура возбуждения 
функции связи записываются в виде: 

                   ( ) ( )
1

K

i i
i

SC sh x ch y
=

=∑                 (5) 
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Для резонансных цепей функции связи за-
писываются в виде: 

                     ( ) ( )
1

n

i i
i

SC sh y ch x
=

=∑ ,             (6) 

где SC  – обозначение функции связи; ,i ix y  – 
переменные величины. 

Так как функции связи определяют токи (на-
пряжения) в системе, то исследование этих функ-
ций представляет собой определенный интерес.  

Учитывая, что выражения для величин х и у  

имеют вид: 

              
( )

( )

н

к

к к
к 1

2 sin ;

2 sin ,

x B t

y B k t
=

⎧ = ω + ϕ
⎪
⎨

= ω + ϕ⎪
⎩

∑
            (7) 

где н к,  B B  – амплитуды магнитной индукции 
накачки и колебаний в резонансных контурах; 

к,  ϕ ϕ  – соответственно фазы этих колебаний, 
найдем значения производных тока для двух-
контурной системы, согласно выражению (5): 

 
а) первая производная тока в первом приближении: 

                            

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

1 1

1 1

1 1 1 1

sin sin1

cos sin sin1
;

cos1 sin sin1

н t

н н

н

sh B t ch B t

B t sh B t ch B t

B t sh B t sh B t

′
ω + ϕ ω + ϕ =

⎡ ⎤ω + ϕ ⋅ ω + ϕ ω + ϕ +
⎢ ⎥= ω⋅
⎢ ⎥+ ω + ϕ ω + ϕ ω + ϕ⎣ ⎦

                         (8) 

б) первая производная тока во втором приближении: 

    

( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1
1 1 2 2

2 2

sin sin1 sin 2

cos sin sin1 sin 2

;sin1
cos1 2 cos2 sin

sin 2

н t

н н

н

sh B t ch B t B t

B t ch B t ch B t B t

B t
B t B t sh B t sh

B t

′
ω + ϕ ω + ϕ + ω + ϕ =

⎡ ⎤ω + ϕ ⋅ ω + ϕ ω + ϕ + ω + ϕ +
⎢ ⎥

= ω⋅ ⎢ ⎥⎛ ⎞ω + ϕ +
+ ω + ϕ + ω + ϕ ω + ϕ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟+ ω + ϕ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

       (9) 

в) вторая производная тока в первом приближении:  

                            

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )
( )( )

1 1

1 1

2 2 2 2
1 1 1

2
1 1 1 1

1 1 1 1

1

sin sin1

sin sin sin1

cos cos sin

sin1 2 cos sin1

sin sin1 sin

sin sin1

н t

н н

н н

н

н

н

sh B t ch B t

B t ch B t ch B t

B t B t sh B t

ch B t B t B t

ch B t sh B t B t

sh B t sh B t

″
ω + ϕ ω + ϕ =

− ω + ϕ ω + ϕ ω + ϕ +

+ ω + ϕ + ω + ϕ ω + ϕ ×

= ω ⋅ × ω + ϕ + ω + ϕ ω + ϕ ×

× ω + ϕ ω + ϕ − ω + ϕ ×

× ω + ϕ ω( )( )1

;

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

+ ϕ⎢ ⎥⎣ ⎦

                  (10) 

г) вторая производная тока во втором приближении: 

             

( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2

22 2
1 1 2 2

1 1 2 2

2
2 2 1

sin sin1 sin 2

sin sin sin1 sin 2

cos cos1 2 cos2

sin sin1 sin 2

2 cos 2 cos 2 cos1

н t

н н

н

н

н

sh B t ch B t B t

B t ch B t ch B t B t

B t B t B t

sh B t ch B t B t

B t B t B t

″
ω + ϕ ω + ϕ + ω + ϕ =

− ω + ϕ ω + ϕ ω + ϕ + ω + ϕ +

ω + ϕ + ω + ϕ + ω + ϕ ×

ω + ϕ ω + ϕ + ω + ϕ +

= ω ⋅ + ω + ϕ ω + ϕ + ω + ϕ
+

( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

1

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

sin sin1 sin 2

sin1 4 sin 2 sin

sin1 sin 2 .

н

н

ch B t sh B t B t

B t B t ch B t

sh B t B t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥×
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥× ω + ϕ ω + ϕ + ω + ϕ −
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥− ω + ϕ + ω + ϕ ω + ϕ ×
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟× ω + ϕ + ω + ϕ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

.      (11) 
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В выражения для производных тока (8)–(11) 
входят произведения гиперболических функ-
ций связи как коэффициенты 1 2 3 4,  ,  ,  D D D D   
в уравнениях (1)–(6). Двумерные графики  
поведения этих функций, полученные вручную, 
приведены на рис. 3, а–г. Поведение функций 

связи в пространстве уточнено в специальной 
программе COMMUNICATION_FUNCTIONS, 
написанной на языке программирования Del-
phi 2006 (свободно распространяемая вер- 
сия). Трехмерные графики изображены на  
рис. 3, д–з.  

 

          
                        а                                             б                                              в                                            г 

 

             
                        д                                            е                                              ж                                             з 

 

Рис. 3. Функции связи контуров нелинейной параметрической зонной системы  
(цепи возбуждения контура накачки и резонансного контура): 

а – 1 2 2
x yD sh ch= ; б – 2 2 2

x yD sh sh= ; в – 3 2 2
x yD сh sh= ; г – 4 2 2

x yD сh сh= , полученные экспериментальным путем и построенные 

вручную; д – 1 ;
2 2
x yD sh ch= ; е – 2 2 2

x yD sh sh= ; ж – 3 
2 2
x yD ch sh= ; з – 4D =

2 2
x ych ch , полученные с помощью компьютерного моделиро- 

вания в программе COMMUNICATION_ FUNCTION 
 

Анализ функций связи с учетом асимметрии НПС, 
определяющих взаимодействие между накачкой 

и колебаниями системы в высших зонах  
неустойчивости 

 

Построенные выше математические модели 
асимметричной НПС при гармоническом воз-
действии (1) и при полигармоническом воздей-
ствии (2) содержат функции связи D1–D4, кото-
рые учитывают взаимодействие между внеш-
ней силой (накачкой) и колебаниями системы. 
Они представляют собой произведение двух 
гиперболических функций, аргументами кото-
рых являются амплитуды воздействия и откли-
ка асимметричной нелинейно-параметрической 

зонной системы ( 1 2;   ;
2 2 2 2
x y x yD sh ch D sh sh= =  

3 4;   
2 2 2 2
x y x yD ch sh D ch ch= = ). Исследование 

таких выражений представляет интерес, так как 
характеризует нелинейную связь цепи возбуж-
дения и резонансного контура.  

Поведение сочетаний (сумм) этих функций 
приведено на рис. 4. При построении этих зави-
симостей значения x и y изменяются в пределах 
0…10. 

Результаты исследований произведений 
функций связи приведены на рис. 5. 

Зная характер изменения коэффициентов 
(функций связи), можно судить об изменении 
характеристик токов НПС. Коэффициенты 1γ , 

2γ , 2′γ , 3γ , 3′γ , mU ′  необходимы для расчета оп-
тимальных характеристик системы. 

Величина аргументов таких гиперболических 
функций зависит от интенсивности внешних и 
внутренних сил, а также от способов введения 
энергии в систему. По характеру их изменения 
можно судить об изменении амплитудных харак-
теристик параметрических колебаний, причем на 
колебательные свойства системы будут оказы-
вать влияние как аргументы функций связи, так и 
степень ее асимметрии через соответствующие 
коэффициенты уравнения. Исследуем функции 
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связи, которые входят в математические модели 
асимметричной НПС (1) и (2). Функции связи оп-

ределяют количественную связь между внешним 
воздействием и колебаниями системы.  

 

             
                              а                                                              б                                                            в 

 

             
                               г                                                             д                                                            е 

 
Рис. 4. Графическое изображение различных сочетаний сумм функций связи: 

а – 1 2 2 2 2 2
x y x yD D sh ch sh sh+ = + ; б – 1 3 2 2 2 2

x y x yD D sh ch ch sh+ = + ; в – 1 4 2 2 2 2
x y x yD D sh ch ch ch+ = + ;  

г – 2 3 2 2 2 2
x y x yD D sh sh ch sh+ = + ; д – 2 4 2 2 2 2

x y x yD D sh sh ch ch+ = + ; е – 3 4 2 2 2 2
x y x yD D ch sh ch ch+ = +  

 

          
                           а                                                                б                                                              в                
 

           
                             г                                                                д                                                            е 

 
Рис. 5. Графическое изображение различных сочетаний  произведений функций связи: 

а – 1 2 2 2 2 2
x y x yD D sh ch sh sh⋅ = ⋅ ; б – 1 3 2 2 2 2

x y x yD D sh ch ch sh⋅ = ⋅ ; в – 1 4 2 2 2 2
x y x yD D sh ch ch ch⋅ = ⋅ ; 

г – 2 3 2 2 2 2
x y x yD D sh sh ch sh⋅ = ⋅ ; д – 2 4 2 2 2 2

x y x yD D sh sh ch ch⋅ = ⋅ ; е – 3 4 2 2 2 2
x y x yD D ch sh ch ch⋅ = ⋅  

 
В продолжение работ [8, 9], рассмотрим 

влияние асимметрии – неидентичности пара-
метров элементов системы (ε, δ, ρ, η, ξ) на ин-
тенсивность протекающих в ней параметриче-
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ских взаимодействий. При этом функция D3 
представляет собой произведение двух гипер-
болических функций, из которых одна, аргу-
ментом которой является зависимая перемен-
ная рассматриваемого резонансного контура, 
повторяет функцию аппроксимации нелиней-
ности, а другая, аргументом которой является 
действующее возбуждение, – функцию инверс-
ной динамической реактивности [8, 9]: 

H
д

д 0

( sin )1Г ch B t
L L

β ω
= = , 

где 
2

0
W SL

l
=
αβ

. 

Как было показано выше, разложение сомно-
жителей функций связи и их производных в ряд 
Фурье, коэффициентами которого являются мо-
дифицированные функции Бесселя (при ограни-
чении количества членов ряда), позволяет полу-
чить нелинейные дифференциальные уравнения с 
переменными коэффициентами и явным возбуж-
дением. При малых амплитудах воздействия ис-
ходные системы уравнений (1) и (2) распадаются 
на два несвязанных линейных ДУ, что соответст-
вует двум изолированным линейным контурам. 

В работе [4] показано, что для колебатель-
ной системы из двух нелинейных контуров урав- 

нение связи представляет собой произведение 
двух гиперболических функций, для трех кон-
туров – сумма произведения двух функций.  

Для систем из n контуров на k сердечниках 
связь между контурами выражается функциями 
связи, которые, в общем виде, можно записать: 

для контура возбуждения: B
1 2 2

k

i

x yf sh ch
=

=∑ ; для 

резонансного контура: P
1 2 2

n

i

y xf sh ch
=

= ∑  [4–6]. 

Такая математическая запись для описания 
взаимодействий в системе через функции связи 
является общей для класса устройств на основе 
связанных (или несвязанных) нелинейных кон-
туров и приобретает практическое значение 
при решении оптимизационных задач при про-
ектировании. Исследуем функции связи D1–D4 
по общей схеме: найдем область определения и 
область значений функции; четность, нечет-
ность функции по каждой переменной; проме-
жутки возрастания (убывания); максимумы и 
минимумы; поведение функции на границе об-
ласти определения и изменения знака. Резуль-
таты исследования наиболее важных характе-
ристик поведения функций связи D1–D4 приве-
дены в табл. 1 и 2. 

 
Таблица 1 

Корни функции 
 

Значение функции при 

х = 0 у = 0 Функция Область  
определения 

Область  
значений х = 0 и у = 0 

y < 0 y > 0 x < 0 x > 0 

1 2 2
x yD sh ch=  Действ. 

числа 
Действ. 
числа 0 0 0 

2
xsh  

2
xsh  

2 2 2
x yD sh sh=  Действ. 

числа 
Действ. 
числа 0 0 0 0 0 

223
yshxñhD =  

Действ. 
числа 

Действ. 
числа 0 

2
ysh  

2
ysh  0 0 

4 2 2
x yD ch ch=  Действ. 

числа 

Положит. 
действ. 
числа с 1 

1 
2
ych  

2
ych  

2
xch  

2
xch  

 

На примере функции 1 2 2
x yD sh ch=  рас-

смотрим связь колебаний в цепи возбуждения и 
резонансном контуре, т. е. характер взаимодей-
ствий в нелинейной параметрической зонной 
системе при различном характере ее возбуж-
дения. В отсутствии воздействия на систему  
(х = 0) корни функции: 

1) х = 0, у = 0 ⇒ sh0 ch0=0;  

2) х = 0, у > 0 ⇒ 0 0;
2
ysh ch =   

3) x = 0, y < 0 ⇒ 0 ( )
2
ysh ch −  = 0. 

При отсутствии внешнего воздействия на-
качки связи между цепью возбуждения и резо-
нансным контуром не наблюдается. Взаимо-
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действие в системе отсутствует, энергия систе-
мы не изменяется. При отсутствии колебаний в 
системе (у = 0) корни функции будут прини-
мать значения: 

1) y = 0, x > 0 ⇒ 0 ;
2 2
x xsh ch sh=     

2) y = 0, x < 0 ⇒ (  ) 0 .
2 2
x xsh ch sh− = −  

 
Таблица 2 

Поведение функции 
 

Изменение знака функции Промежутки возрастания, убывания 
Функция 

x>0, y>0 x>0, y<0 x<0, y<0 x<0, y>0 x>0, y>0 x>0, y<0 x<0, y<0 x<0, y>0 

1 2 2
x yD sh ch=  >0 >0 <0 <0 Возраст.  

по х и у 
Возр. по х, 
убыв. по у 

Возр. по х, 
убыв. по у 

Возраст.  
по х и у 

2 2 2
x yD sh sh=  >0 <0 >0 <0 Возраст.  

по х и у 
Возраст.  
по х и по у 

Возрастает  
по х и у 

Возраст.  
по х и у 

3 2 2
x yD ch sh=  >0 >0 <0 <0 Возраст.  

по х и у 
Возр. по y, 
убыв. по x 

Возр. по y, 
убыв. по х 

Возр. по y,  
 убыв. по x 

4 2 2
x yD ch ch=  >0 >0 >0 >0 Возраст.  

по х и у 
Возр. по х, 
убыв. по у 

Убывает  
по х и у 

Возр. по у, 
убыв. по х 

 
Знак «–» фактически означает отрицатель-

ное значение функции при отрицательном ар-
гументе. При отсутствии колебаний в резо-
нансном контуре и наличии внешнего воздей-
ствия взаимодействия в системе отсутству-
ют. Энергия силы внешнего воздействия 
(накачки) расходуется на увеличение энергии 
системы – модуляцию реактивности. 

В построенных математических моделях 
(1) и (2) асимметрия системы учтена в соот-
ветствующих малых коэффициентах ε, δ, ρ, η 
и ξ, которые отражают неидентичность пара-

метров ее элементов. В слагаемых нелиней-
ных дифференциальных уравнений эти коэф-
фициенты являются сомножителями функций 
связи, и их величина будет определять интен-
сивность параметрических взаимодействий  
в системе. На рис. 6–9 приведены  функции 
связи, полученные экспериментальным путем 
(а), и результаты трехмерного моделирования 
(б–г), полученные по численным расчетам, 
влияния асимметрии НПС на поведение 
функций связи – коэффициентов в уравнени-
ях (1) и (2).  

 

          
                   а                                                б                                              в                                          г 
 

Рис. 6. Ракурсы изменения коэффициента уравнения (2), содержащего 1 2 2
x yD sh ch=  

 

            
                     а                                             б                                                в                                             г 

 

Рис. 7. Ракурсы изменения коэффициента уравнения (2), содержащего 2 2 2
x yD sh sh=  
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                    а                                              б                                             в                                                г 

 

Рис. 8. Ракурсы изменения коэффициента уравнения (2), содержащего 3 2 2
x yD сh sh=  

 

            
                      а                                                б                                             в                                              г 

 

Рис. 9. Ракурсы изменения коэффициента уравнения (2), содержащего 4 2 2
x yD ch ch=  

 
На двумерных рис. 5–8 (а), построенных по 

результатам эксперимента вручную, сплошные 
линии соответствует поведению функции связи 
в случае симметричности системы, штриховые – 
значению асимметрии 0,1 (10 %), а пунктирные – 
значению 0,5 (50 %). На трехмерных изображе-
ниях рис. 5–8 (б–г) сплошные поверхности со-
ответствуют случаю симметричности НПС, 
сетчатые поверхности черного цвета соответ-
ствуют значению асимметрии 0,1 (10 %), а сет-
чатые поверхности серого цвета соответству-
ют значению асимметрии 0,5 (50 %). 

Анализ полученных результатов показыва-
ет, что общий характер взаимодействий в сис-
теме при наличии асимметрии ее параметров 
сохраняется. С увеличением степени асиммет-
рии (с ростом в процентном отношении откло-
нений – ε, δ, ρ, η и ξ) изменяется интенсив-
ность параметрических взаимодействий. Чем 
больше неидентичность структуры системы, тем 
меньше проявляется параметрический механизм 
обмена энергией внешней силы с резонансным 
контуром нелинейной системы (так как пара-
метрическое влияние внешнего воздействия на 
поведение системы уменьшается) [8, 9]. 

Таким образом, проведены исследование и 
анализ поведения функций связи D1–D4, опреде-
ляющих количественную связь между внешним 
воздействием (накачкой) и колебаниями систе-
мы  в высших зонах неустойчивости нелинейно-
го параметрического зонного преобразователя, 
согласно математическим моделям (1) и (2), учи-
тывающим  асимметрию внутренней структуры 

при полигармоническом внешнем воздействии. 
Это дает возможность оценить влияние разброса 
параметров магнитных сердечников и числа 
витков при проектировании параметрических 
зонных преобразователей подобного класса.  
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Рассмотрен процесс лазерного структурирования поверхности металло-пористых катодов (МПК). Ла-
зерное структурирование поверхности катода проводилось методом лазерной микрогравировки. Полученная 
структура представляла собой поле идентичных микроотверстий глубиной 5–6 мкм, диаметром 15 мкм с 
межцентровым расстоянием 20 мкм. Производительность лазерной микрогравировки – более 3 катодов в 
минуту. Сравнение недокальных характеристик катодов и распределение характеристических температур 
катодов с лазерной микрогравировкой и катодов по традиционной технологии показало практическую их 
идентичность. 

Ключевые слова: лазер, катод, поверхность, структурирование, микрогравировка. 
 

The process of laser structuring of the surface of metal-porous cathodes (MPC) is described. Laser structuring of 
the cathode surface was carried out by laser micrograving. The resulting structure is a field of identical microholes, 
depth 5–6 μm, diameter 15 μm, intercenter distance 20 μm. Output of laser micrograving is more than 3 cathodes 
per minute. Comparison of cathode performances and characteristic temperatures distribution for cathodes with laser 
micrograving and traditional cathodes showed their identity. 

Keywords: laser, cathode, surface, structuring, micrograving. 
 
Металлопористые катоды (МПК) давно за-

няли прочное место в производстве электрова-
куумных приборов. МПК – это катоды, эмити-
рующий слой которых представляет собой по-
ристую губку из тугоплавкого металла (как 
правило, вольфрама), помещенную в молибде-
новый «стакан» (рис. 1).    * 

Через поры губки на эмитирующую поверх-
ность поступают щелочноземельные металлы и 
 

 
 

Рис. 1. Эскиз МПК 

                                                           
* Работа поддержана Госконтрактом № П488 от 

13.05.11 г. по ФЦП «Научные и научно-педагогические 
кадры инновационной России на 2009–2013 годы» и Гос-
контрактом № 16.552.11.7027 от 29.04.11 г. с Минобрнау-
ки России. 

их окислы, образующие на эмитирующей по-
верхности монослой типа Ba-O-W, обладающий 
низкой работой выхода [1]. Традиционные тре-
бования к улучшению эмиссионных характери-
стик катода – увеличение плотности тока эмис-
сии и долговечности. Немаловажным фактором 
является равномерность эмиссии: все сложные 
оптические системы приборов рассчитываются с 
учетом равномерности формирования электрон-
ного пучка и, следовательно, равномерности 
эмиссии. В результате исследований поверхно-
сти МПК получены эмиссионные картины като-
дов [2] (рис. 2). 

На равномерность эмиссии МПК влияет 
множество факторов, определяемых как про-
цессами, проходящими при изготовлении при-
боров (отравление катода остаточными газами), 
так и технологическими процессами производ-
ства МПК (микроокисления, микрогидратация, 
неравномерное расположение открытых пор). 
Практически все факторы имеют случайный 
характер. 

Обычно МПК в процессе производства про-
ходят операцию механической доработки, при 
которой пропитанную губку катода обрабаты-
вают резцом для формирования заданной кон-
фигурации узла. Вследствие обработки поверх-
ности МПК происходит завальцовка поверхно- 
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Рис. 2. Анализ эмиссионной картины МПК:  

а – схема установки по анализу эмиссионной структуры МПК; б – катод ∅ 2,0 мм; Uн=4,0 В;  
в – катод ∅ 2,8 мм; Uн=3,15 В (ионно-плазменное травление); г – катод ∅ 2,8 мм; Uн=3,15 В (с лазерной микрогравировкой) 

 
стных пор на глубину 5–10 мкм. По сущест-
вующей технологии для развальцовки пор ис-
пользуют операцию ионного травления [3]. Бы-
ло обнаружено, что процесс ионного травления 
не обеспечивает равномерное стравливание по 
эмитирующей поверхности катода. Также было 
обнаружено влияние ионного травления на из-
менение конфигурации и расположение диска 
относительно кромки катода (рис. 3, перетрав-
ленная правая кромка), так как, например, мо-
либден стравливается в два раза быстрее, чем 
вольфрам. 

Исследована возможность лазерного струк-
турирования поверхности МПК. Лазерное струк-
турирование поверхности катода проводилось 
методом лазерной микрогравировки. Получен-
ная структура представляла собой поле микро-
отверстий глубиной 5–6 мкм диаметром 15 мкм 
с межцентровым расстоянием 20 мкм. 

При такой лазерной модификации поверх-
ности МПК вместо ионного травления выявля- 

 
 

Рис. 3. Изображение МПК, изготовленного  
по стандартной технологии 

 
ется ряд преимуществ: равномерность и едино-
образие поверхностных пор (рис. 4), отсутствие 
деформации формы МПК, возможность задать 
необходимые размеры пор и расстояние между 
ними, быстрота проведения процесса. Сравне-
ние недокальных характеристик катодов и рас-
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пределение характеристических температур с 
лазерной микрогравировкой и катодов по тра-

диционной технологии показало практическую 
их идентичность.  

 

   
а б 

 
Рис. 4. Изображения МПК, обработанного лазером: 

а – увеличение 8х; б – увеличение 56х 

 
Используемое оборудование представляло 

блочно-модульную конструкцию с использова-
нием как приобретаемых блоков и комплек-
тующих, так и изготовленных в процессе вы-
полнения работы [4]. Отработка технологиче-
ских режимов изготовления МПК проводилась 
на твердотельных лазерах на Nd:YAG с длиной 
волны 1,06 мкм. Получены эмитирующие 
структуры с плотностью упаковки микроза-
глублений порядка 5×106 см-2.. В области про-
изводства вакуумных СВЧ-приборов ведется 
много работ по формированию равномерной 
эмитирующей поверхности катода [5], но пред-
лагаемый метод выигрывает по экономическим 
и технологическим параметрам. 

Рассмотренный технологический процесс 
характеризуется рядом положительных фак-
торов:  

1) простота метода – лазерная гравировка 
происходит  на катодах, размещенных в стек-
лянной колбе, отпаянной после откачки; коли-
чество катодов ограничивается только разме-
рами колбы;  

2) короткий цикл гравировки – обработка 
одного катода занимает менее 20 с машинного 
времени;  

3) высокая воспроизводимость результатов: 
вся партия катодов обрабатывается по единой 
программе;  

4) гибкость процесса – структура поверхно-
сти катода формируется и изменяется путем 
смены технологической программы лазерной 
гравировки.  
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Описаны свойства щелевых излучателей СВЧ-диапазона и антенн кругового обзора на их основе для 
формирования направленного излучения, обеспечивающего круговой или секторный обзор. Представлены 
экспериментально полученные для них диаграммы направленности и характеристики на частотах 8–12 ГГц. 
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Properties of slotted transmitters of a microwave range and antennas of the circular review on their basis for 
formation of the directed radiation providing the circular ore sectoral review are described. Directional diagrams ex-
perimentally received for them and characteristics on frequencies of 8-12 GHz are presented. 

Keywords: antenna, slotted transmitters, microwave range, directional diagram, frequency. 
 
Разработка антенн на основе излучающих 

элементов, питающихся посредством плавни-
ковой линии передачи, связана, прежде всего, с 
необходимостью создания широкополосных 
облучателей для радиотелескопов, сканирую-
щих активных систем и т. п. При этом важно, 
чтобы конструкция антенны позволяла осуще-
ствлять круговой (секторный) обзор простран-
ства, отличалась компактностью, мобильно-
стью, простотой и возможностью маскировки. 
Решение задачи формирования направленных 
пучков электромагнитного излучения (ЭМИ) 
СВЧ-диапазона для обеспечения кругового 
(секторного) обзора приемопередающей аппа-
ратуры может быть достигнуто с применением 
в качестве элементов антенны кругового обзора 
(АКО) излучателей на симметричных щелевых 
линиях (СЩЛ) осевого излучения. Один из ва-
риантов конструкции такой антенны приведен  
в [1]. Использование данной антенны позволяет 
расширить полосу рабочих частот до декады и 
сформировать требуемую диаграмму направ-
ленности в горизонтальной плоскости. Однако 
конструкция такой антенны достаточно сложная 
и жесткая, не позволяющая гибко регулировать 
частотный диапазон, оптимизировать форму 
диаграмм направленности излучателей, а в слое 
диэлектрика имеет место потеря энергии. 

Полученные экспериментальные данные ис-
следования одиночных излучателей показали, 
что для создания антенн кругового обзора мож-
но использовать как СЩЛ, так и антенн Виваль-
ди [2]. Преимущество последних заключается в 
их принципиальной широкополосности, в то 

время как СЩЛ проще в изготовлении и расчете 
[2, 3]. В данной статье приводятся результаты 
исследования и практической реализации антенн 
кругового обзора только на основе СЩЛ. 

Исследовавшаяся одиночная СЩЛ (рис. 1) 
представляет собой конструкцию из алюминие-
вой фольги толщиной 0,3 мм, нанесенной на 
пенопласт толщиной 5 мм (с помощью специ-
ального клея с малыми потерями). Рабочие час-
тоты для данной АКО и ее компонентов в про-
цессе эксперимента изменялись в окрестностях 
частоты f0 = 10 ГГц (λ = 3 см), поэтому полная 
длина СЩЛ выбиралась не менее 10 λ = 30 см. 
При этом длина излучателя выбиралась 3 λ (от 
края конструкции), а его ширина – 2/3 λ. Излу-
чатель запитывался с помощью микрополоско-
вой линии (МПЛ), имевшей длину полоска 2,5 
λ и ширину 2 мм (см. рис. 1). Данные геометри-
ческие размеры элементов СЩЛ с точки зрения 
электродинамических процессов являются наи-
более обоснованными [4]. 

Измерение диаграмм направленности (ДН) 
для данной СЩЛ производилось на исследова-
тельской установке [5, 6]. Полученные ДН 
СЩЛ в диапазоне частот от 8 до 11,5 ГГц в  
Е-плоскости (рис. 2) практически оставались 
неизменными (в области главного лепестка ДН 
расположены лепестки тестового сигнала). Из-
меренные ДН в Н-плоскости (рис. 3) для этого 
же диапазона частот также оставались практи-
чески неизменными. Поскольку АКО должна 
обеспечивать обзор в азимутальной плоскости, 
то в дальнейшем анализировать будем только 
ДН в Е-плоскости. 
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Рис. 1. Конструкция одиночной симметричной щелевой линии и схема ее питания 
 

 
 

Рис. 2. Диаграмма направленности СЩЛ для Е-плоскости на частоте f0 = 10 ГГц 
 
Таким образом, применение данных СЩЛ в 

составе АКО может обеспечивать ее работу в 
рассматриваемом диапазоне частот. Из анализа 
ДН также видно, что для заданной геометрии 
СЩЛ ширина главного лепестка по уровню по-
ловинной мощности не превышает 30º. При 
этом уровень боковых лепестков в указанном 
диапазоне частот не превышал значения –15 дБ. 
Следовательно, если СЩЛ конструктивно рас-

полагать на диске в радиальных от его центра 
направлениях, то можно разместить до 8 опи-
санных выше СЩЛ, что обеспечит практически 
полный охват кругового сектора.  

Однако эксперимент показал, что размеще-
ние восьми СЩЛ на одном диске не обеспечи-
вает отсутствие перекрытия главных лепестков 
ДН (электродинамическую развязку) для со-
седних СЩЛ. При этом уменьшение  ширины 
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Рис. 3. Диаграмма направленности СЩЛ для Н-плоскости на частоте f0 = 10 ГГц 
 

 
 

Рис. 4. Диаграмма направленности двух противоположно направленных СЩЛ  
на диске для Е-плоскости на частоте f0 = 10 ГГц 

 
СЩЛ нецелесообразно, так как может вызвать 
проблемы при использовании АКО в качестве 
приемной антенны. Полученный коэффициент 
усиления для исследовавшейся СЩЛ составил 
4–7 дБ, что для случая пассивного режима ее 
работы является хорошим показателем. 

Следующим этапом в изготовлении АКО 
явилось добавление второй аналогичной СЩЛ, 
геометрически направленной в противополож-
ную сторону от первой. ДН для такой конст-
рукции в Е-плоскости приведена на рис. 4. 
Анализ диаграмм направленности подобных 
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СЩЛ на тонком алюминиевом диске показыва-
ет, что в диапазоне частот от 8 до 11 ГГц (ши-
рина полосы частот составляет порядка 3 ГГц) 
их форма практически не меняется. Искажения 
ДН появились на частотах ниже 8 и выше  
11,5 ГГц. Ширина главного лепестка ДН для обо-
их излучателей по уровню половинной мощно-
сти в диапазоне 8–11 ГГц составляет 20–25º, 
что позволяет считать направленность осевого 
излучения достаточной для создания АКО. Это 
также необходимо в случае применения АКО в 
пассивной радио- и видеолокации. Искажение 
формы ДН на крайних частотах указанного 
диапазона следовало ожидать, так как полоско-
вое питание обладает недостаточной широко-
полосностью, а детектирующие СВЧ-сигнал 
диоды имеют ограниченный рабочий диапазон 
частот (в данном эксперименте использовались 
диоды Д608А, имеющие полосу 6–12 ГГц). 
Указанные элементы использовались с целью 
получения электродинамической картины 
функционирования АКО. При необходимости 
расширения частотного диапазона имеется 
принципиальная возможность заменить ука-
занные элементы на более широкополосные.  

Приведенные выше характеристики для 
двух противоположно направленных СЩЛ 
(прежде всего, их ДН) подтверждают возмож-
ность создания конструкции в виде антенной 
решетки (АР), имеющей четыре СЩЛ на одном 
диске с хорошей электродинамической развяз-
кой. Подобная дисковая АР с четырьмя СЩЛ 
приведена на рис. 5, а ее диаграмма направлен-
ности на частоте 10 ГГц – на рис. 6.  
 

 
 

Рис. 5. Антенная решетка с четырьмя  
симметричными щелевыми линиями 

 

 
 

Рис. 6. Диаграмма направленности антенной решетки, состоящей из четырех СЩЛ (на частоте f0 = 10 ГГц) 
 
Очевидно, что перекрытия всего окружаю-

щего пространства (и даже достаточно широко-
го сектора) такая АР не обеспечивает. С этой 
точки зрения наиболее оптимальным является 
вариант конструкции, представляющей собой 

два соосно расположенных диска, аналогичных 
рис. 5, азимутально смещенных друг относи-
тельно друга на угол 45º (рис. 7) и работающих 
на разных частотах, что предполагает простран-
ственное и частотное разнесение ДН СЩЛ.  
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Рис. 7. Вид антенны кругового обзора 
 
Данная конструкция антенны обеспечивает 

круговой (и любой секторный) обзор [7]. В про-
цессе эксперимента установлено, что опти-
мальное расстояние между дисками, обеспечи-
вающее требуемую электродинамическую раз-
вязку между СЩЛ верхнего и нижнего дисков, 
составляет одну длину волны λ = 3 см. 

Для одиночной СЩЛ математические мо-
дели уже известны [3], однако при усложнении 
конструкции антенны (как в данном случае) 
сложность математических моделей резко воз-
растает, поэтому разработка математических 
моделей не проводилась; приведенные резуль- 

таты исследования носят эвристический и эм-
пирический характер. 
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Линейный тракт в сетях синхронной цифровой иерархии (СЦИ) обладает рядом особенностей. Компен-
сация помех сложна так, как частотные характеристики канала связи априорно не известны, а помехи актив-
ного оборудования вносятся непредсказуемо. 

В представленной статье рассматривается структура тракта, выделяются различные возможные источ-
ники помех и определяется их влияние. Предлагается возможность применения адаптивных методов обра-
ботки сигналов в цифровых системах передачи для компенсации влияния линейного тракта. 

Ключевые слова: кабельная система, топология сети СЦИ, адаптивные методы компенсации фазовых 
дрожаний, сигнал синхронизации, регенераторы. 

 

The linear part of SDH network has some peculiarities. The interference compensation is a difficult process as 
the frequency characteristics of telecommunication channel are unknown a priori and the interferences of devices 
appear unpredictable. 

The linear part of SDH network topologies is presented in this article. The different probable sources of jitter 
and wander are marked out, and their influence is identified. The adaptive methods of processing digital system sig-
nals are proposed as the compensation of phase jitter. 

Key words: cable system, SDH network topology, the adaptive methods of phase jitter compensation, synchro-
nization signal, regenerators. 
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Фазовые дрожания негативно влияют на пе-
редачу сигнала и могут привести к срыву пере-
дачи данных, серьезным искажениям и сниже-
нию качества передаваемого сигнала. Появле-
ние фазовых дрожаний вызвано самим прин-
ципом обработки и формирования сигнала. 
Cинхросигнал выделяется из приходящего по-
тока, за исключением редких случаев внешней 
синхронизации 2048 кГц. Следовательно, мож-
но считать, что фазовые дрожания появляются 
в цифровом линейном тракте и каналообра-
зующем оборудовании; в данной статье рас-
смотрим подробно первый источник.  

Для правильного понимания природы воз-
никновения в линейном тракте помех для при-

ходящего цифрового сигнала рассмотрим его 
структуру. В общем случае цифровой сигнал 
может распространяться в сети с применением 
различных сред передачи, но основным вариан-
том в настоящее время является волоконно-
оптический кабель. Линейный тракт включает в 
себя каналообразующее оборудование и линии 
связи. В случае построения цифровых систем 
передачи (ЦСП) линия связи включает в себя не 
только физическую среду передачи, но и обслу-
живаемые и необслуживаемые регенерационные 
пункты (рис. 1), на которых выполняется пере-
прием цифрового сигнала с восстановлением 
формы импульсов и, как следствие, корректи-
ровки цифровой последовательности сигнала. 

 

 
 

Рис. 1. Канал связи ЦСП 
 
При конкретизации модели линейного трак-

та следует также учесть, что в сетях СЦИ чаще 
всего применяется топология не точка-точка,  
а более разветвленные модели, в которых сеть 
охватывает множество промежуточных и близ-
лежащих узлов. При этом практически не ис-
пользуются регенерационные пункты, так как 
оптические передатчики позволяют организо-
вать линию связи в несколько сот километров 
без регенерации. Таким образом, схема может 
принять вид, представленный на рис. 2. 

 

 

Рис. 2. Фрагмент сети СЦИ 
 
В изображенном варианте связь между узла-

ми «А» и «В» организуется через транзитные 
узлы «Т». Как объяснялось выше, в сетях СЦИ 
нетипично применение НРП и ОРП, тем не ме-
нее, в рассмотренном фрагменте сети их роль 
невольно выполняют транзитные узлы. В этих 
узлах, даже при наличии внутренней кросс-
коммутации, выполняется регенерация и пере-
формирование цифрового сигнала. Из этого сле-
дует, что процессы, а следовательно, и вноси-
мые помехи, при передаче цифрового сигнала 
между узлами «А» и «В» в сети СЦИ схожи с 
процессами передачи в других цифровых сетях. 

Полный цифровой поток {v(iDt)} ⇒ {v(i)} (, 
где Dt– тактовый интервал) на выходе цифро-
вой системы передачи (ЦСП) представляет со-
бой последовательность независимых случай-
ных величин (0 и V) с равновероятными со-
стояниями. Статистические свойства такого 
униполярного цифрового сигнала характеризу-
ются параметрами: 

( ) / 2v i m V= = , 

[ ][ ] 2
0

( ) ( ) ,
/ 4

i j
v i m v j m

i jV

⎧ ∀ ≠⎪− − = ⎨ ∀ =⎪⎩
 

где i  – знак статистического усреднения; m – 
среднее значение униполярного цифрового 
сигнала; V – амплитуда импульсов цифрового 
сигнала. 

Для передачи модулей STM-1 и STM-N в 
качестве среды распространения, как говори-
лось выше, используется, в основном, оптиче-
ское волокно. Для наиболее точного декодиро-
вания, максимальной помехоустойчивости со-
гласования спектральных характеристик циф-
рового сигнала с частотными характеристиками 
оптических кабельных линий связи и обеспече-
ния статистических свойств сигнала применя-
ется скремблирование кодовой последователь-
ности. В дополнение к оптическому интерфей-
су для модуля STM-1 в рекомендации G.703 
предусмотрен электрический интерфейс с ис-
пользованием кода CMI (Coded Mark Inversion). 
Для большей общности применения  далее бу-
дет рассматриваться код CMI, так как модули 
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STM подвергаются скремблированию только 
перед преобразованием в оптический сигнал 
для передачи по оптическим волокнам, при 
этом скремблирование модулей не производит-
ся, если предусматривается их дальнейшее 
мультиплексирование. 

Перекодированный сигнал имеет следующие 
характеристики: 

( ) 0,x i =  

2( ) ( ) / 2, 0 , .ijx i x j U k i j= ≠ ∀  

В результате перекодирования сигнала v(i) с 
независимыми элементами получается сигнал 
x(i) с коррелированными во времени элемента-
ми. Корреляция характеризуется величиной ijk . 

Единичные элементы 0 ( )x i  на выходе ЦСП 
имеют вид прямоугольника полутактовой дли-
тельности с бесконечно широким спектром. 
При распространении сигнала в оптической 
среде он подвергается искажениям, связанным 
с шириной полосы пропускания волокна и его 
коэффициента затухания, неоднородностям, 
вызывающим отражения лучей, явлениями 
дисперсии и рефракции. В результате чего воз-
никают межсимвольные помехи, изменяется 
форма сигнала. Хотя теоретически длитель-
ность отклика бесконечна, на практике она ог-
раничена количеством временных интервалов 
(например, М). Сигнал на входе регенератора 
имеет тогда следующий вид: 

0
( ) ( ),

M

m
m

y t C x t m t
=

= − Δ∑  

где 1 2, , .... MC C C  – отсчеты импульсной ха-
рактеристики линейного тракта. 

Ослабленный и искаженный на участке ли-
нии сигнал предварительно корректируется и 
усиливается, проходя через фильтр-корректор и 
усилитель. При этом усиление частично вы-
полняется в оптическом приемнике, конверти-
рующем оптический сигнал в электрический. 
Для проведения полной регенерации цифрового 
сигнала (по амплитуде и во времени)  каждый 

регенератор содержит устройство – выделитель 
тактовой частоты (ВТЧ), – которое выделяет 
эталонную частоту. 

Как известно, энергетический спектр слу-
чайного импульсного сигнала содержит как не-
прерывную, так и дискретную составляющие. 
Однако дискретная составляющая пропорцио-
нальна квадрату среднего значения импульсно-
го сигнала и, следовательно, в двуполярном 
сигнале с нулевым математическим ожиданием 
отсутствует. В связи с этим принятый и скор-
ректированный сигнал подвергается нелиней-
ной обработке с помощью двухполупериодного 
выпрямителя, в результате которой получаем 
импульсную последовательность с ненулевым 
средним, содержащую, соответственно, в своем 
спектре дискретную составляющую тактовой 
частоты. Далее сформированная импульсная по-
следовательность поступает на вход полосового 
фильтра, на выходе которого образуется квази-
гармоническое колебание тактовой частоты. 

Часто, для увеличения амплитуды квази-
гармонического сигнала на выходе фильтра, 
выпрямленный сигнал ограничивается по мак-
симуму и минимуму, так как максимум ампли-
туды достигается при длительности импульсов, 
поступающих на вход фильтра, равной T/2,  
а длительность по основанию входных импуль-
сов ВТЧ колеблется от Т до 2T в зависимости от 
величины линейных искажений [1–3]. В то же 
время использование ограничителей приводит к 
дополнительному изменению длительности и 
временного положения импульсов, поступающих 
на вход фильтра, а следовательно, к возникнове-
нию дополнительных флуктуаций фазы. 

С помощью формирователя хронирущей 
последовательности (ФХП) из полученного 
квазигармонического сигнала вырабатывается 
хронирующая последовательность, фазируемая 
с регенерируемым сигналом фазовращателем. 

Рассмотрим математическое описание про-
цесса выделения тактовой частоты. Спектр 
продуктов на входе полосового фильтра выде-
лителя тактового колебания R(jω) определяется 
с помощью преобразования Фурье от квадрата 
наблюдаемого сигнала y(t), т. е. 

 

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,j t j t

l k
R j y t e dt x l C t l t x k C t k t e dt

∞ ∞ ∞ ∞
− ω − ω

=−∞ =−∞−∞ −∞

ω = = − Δ − Δ∑ ∑∫ ∫  

 
где ( )C t l t− Δ  – отсчеты отклика тракта переда-
чи на единичный элемент цифрового сигнала. 

Введем замену переменных t k t− Δ = τ , по-
меняем очередность интегрирования и сумми-
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рования, а также представим переменную 2
kx   

в виде:                 2 2 2/ 2 ,k kx U x= + Δ  

где 2
kxΔ  – разница между средним значением и кон-

кретной реализацией для k-го момента времени. 
Используя известное выражение [4] 

0 0( ),j k t

k k
e k

∞ ∞
− ω Δ

=−∞ =−∞

= ω δ ω− ω∑ ∑  

где 0 2 / tω = π Δ  – тактовая частота цифровой 
системы передачи; ( )δ ω  – дельта-функция,  
а также учитывая, что интеграл 

2
2( ) ( )jC e d K j

∞
− ωτ

−∞

τ τ = ω∫  

определяет коэффициент передачи фильтра НЧ, 
соответствующий квадрату импульсного от-
клика, получаем: 

 

2
0 2 0

2
2

( ) / 2 ( ) ( )

( ) ( ) .

k

j k t j k t
l k k lk

k l k
l k

R j U K j k

K j x e x x e K j

∞

=−∞
∞ ∞ ∞

− ω Δ − ω Δ
−

=−∞ =−∞ =−∞
≠

ω = ω ω δ ω− ω +

+ ω Δ + ω

∑

∑ ∑ ∑
 

 
Здесь первое слагаемое (при k = l) содержит 
дискретный компонент частоты ω0, второе – 
определяет шумовую составляющую на входе 
колебательного контура ВТЧ, обусловленную 
статистикой цифрового сигнала. В зависимости 
от случайного содержания передаваемой ин-
формации, уровень этой составляющей будет 
случайно меняться. Таким образом, при ее вы-
делении избирательной схемой (резонансным 
контуром или полосовым фильтром) получен-
ное колебание будет иметь амплитудную моду-
ляцию. Пороговый детектор ФХП, следующий 
за избирательной цепью, должен определить 
момент, когда это колебание пересечет ноль 
(этот момент не зависит от амплитуды сигна-
ла). В практических схемах уровень порога от-
личен от нуля. Малые изменения амплитуды 
сигнала приводят к вариациям момента сраба-
тывания порогового детектора. В результате, 
имеет место амплитудно-фазовое преобразова-
ние. Для снижения временных флуктуаций ам-
плитуда квазигармонического сигнала, как пра-
вило, выравнивается путем большого усиления 
и последующего ограничения сигнала. Третье 
слагаемое описывает шумовую составляющую, 
обусловленную межсимвольной интерференци-
ей (МСИ) и является основной причиной фазо-
вых дрожаний, вносимых линейным трактом. 

Неидеальность частотных характеристик 
линии, ограничение мощности спектральных 
составляющих цифрового сигнала в области 
нижних частот и передача информационного и 
служебных сигналов приводят к возникнове-

нию межсимвольных помех. Последующая 
коррекция линейных искажений позволяет 
лишь частично устранить МСИ. В результате, 
импульсы, поступающие на вход полосового 
фильтра, оказываются смещенными относи-
тельно номинальных временных положений, 
что, в свою очередь, вызывает флуктуации мо-
ментов перехода через ноль квазигармониче-
ского сигнала на выходе фильтра, а следова-
тельно, приводит к появлению фазовых дрожа-
ний в хронирующей последовательности и, со-
ответственно, в регенерированном сигнале. 
Следует заметить, что если частота дрожаний 
фазы больше половины полосы пропускания 
фильтра, то они в значительной степени будут 
подавляться за счет инерционности фильтра 
[1]. Таким образом, чем уже полоса пропуска-
ния фильтра ВТЧ, тем медленнее будет изме-
няться фаза тактового колебания. 

Передаточная функция фильтра ВТЧ, как 
известно, имеет вид [1]: 

[ ]( ) ( )exp ( ) ,H j H jω = ω θ ω  

где 2 2
p p( ) 1/ 1 ( / / )H Qω = + ω ω−ω ω  – АЧХ 

фильтра; p p( ) arctg ( / / )Qθ ω = ω ω−ω ω  – ФЧХ 

фильтра; pω  – средняя частота фильтра ТЧ;  

Q  – добротность контура. 
Так как спектр входного сигнала значи-

тельно шире полосы фильтра ВТЧ, то от ис-
ходной задачи можно перейти к рассмотрению 
воздействия на фильтр ВТЧ суммы квазигар-
монического колебания 
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0 0( ) ( )cos( ( ))s t A t t t= ω + ϕ + ϕ  

и эквивалентного белого шума n(t). 
Дифференциальный контур RLC можно 

описать выражением [5–7]: 

2 2
p p

2 ( ( ) ( )) ( ( ) ( )),s t n t s t n t′′ ′ξ + ξ + ω + = ω +
τ

 

где τ  – постоянная времени фильтра; pω  – ре-

зонансная частота, причем p 0ω −ω = Δ  – рас-

стройка и 0Δ << ω . 
Учитывая узкополосность процесса на вы-

ходе и тот факт, что ( )B t  и ( )tψ  – медленно 
меняющиеся функции времени по сравнению с 

основным колебанием 0cos( )tω , выражение 
можно представить в следующем виде: 

0 0 0( ) ( )sin( ( )),t B t t t′ζ = −ω ω +ψ +ψ  

где 
2

2
2
0

( ( ))( ) ( ) tB t t
′ζ

= ζ +
ω

 – огибающая узкопо-

лосного сигнала; 0 0
0

( )( ) arctg
( )
tt t
t

′ζ
ψ = −ω −ψ −

ω ζ
 – 

его фаза. 
Используя стандартное преобразование 

уравнений огибающей и фазы [5, 7] и учитывая 
инвариантность во времени импульсной реак-
ции C(t), получаем: 

0( )A t A= , ( ) 0tϕ = ; тогда 
 

2 2
0 p p

0 0 0 0
0 0

( )( ) sin( ( ) ) ( )sin( ( )),
2
AB tB t t n t t t
ω ω

′ = − ψ +ψ −ϕ − ω +ψ +ψ
τ ω ω

 

 

22 p 0
0 0 0 0

0 0
( ) cos( ( ) ) ( )cos( ( ))

2 ( ) 2
At t n t t t

B t
ωΔ ⎛ ⎞′ψ = Δ + − ψ +ψ −ϕ − ω + ψ −ψ⎜ ⎟ω ω ⎝ ⎠

. 

 
При условии ( ) 0n t =  и положив ( ) 0t′ψ = , 

найдем стационарное значение фазы из урав-
нения 

22 p 0
0 0

0 0
cos( ( ) ) 0

2 2 ( )
A

t
B t

ωΔ
Δ + − ψ +ψ −ϕ =

ω ω
, 

2
2

0
0

0 0 2
p 0

2 ( )
2

( ) arccos

B t

t
A

⎛ ⎞Δ⎜ ⎟Δ + ω
⎜ ⎟ω⎝ ⎠ψ = ϕ −ψ +

ω
. 

Если расстройка 0Δ = , то  
0 0( ) / 2tψ = ϕ −ψ + π . 

Аналогично из уравнения определим стацио-
нарное значение амплитуды колебаний при от-
сутствии шума 

2
p 0

0
0

( ) 0, .
2

A
B t B =

ω
′ = τ

ω
 

Подставляя стационарное значение амплитуды 
в уравнение для фазы, окончательно получим: 

2
0 0

0

1( ) cos( ( ) )
2

t tΔ′ψ = Δ + − ψ +ψ −ϕ −
ω τ

 

0 0
0

2 ( )cos( ( )).n t t t
A

− ω +ψ −ψ
τ

 

В результате решения уравнения Фоккера – 
Планка – Колмогорова получающееся выра-
жение для плотности распределения фазы,  

в общем случае, не представляется через извест- 
ные функции и не позволяет судить о характере 
поведения фазы. При малой расстройке ∆ и 
большой добротности фильтра ВТЧ можно 
считать, что коэффициент сноса равен нулю, и 
процесс становится чисто диффузионным. Сле-
довательно, в этом случае фазу можно рассмат-
ривать как винеровский процесс. И, таким об-
разом, переходя к дискретному времени, слу-
чайные блуждания фазы ψ(t) около среднего 
значения обусловлены сдвигом частот. 

При рассмотрении линейного тракта, со-
держащего n промежуточных (транзитных) уз-
лов, необходимо учитывать, что флуктуации 
фазы на выходе каждого сетевого элемента 
воспринимаются следующим элементом как 
флуктуации временного положения импульсов 
во входном цифровом сигнале. При этом низ-
кочастотная составляющая фазовых дрожаний 
входного сигнала не подавляется, а складыва-
ется случайным образом с дрожаниями, вноси-
мыми данным узлом. В результате, происходит 
накопление фазовых флуктуаций, и средне-
квадратическое значение фазовых дрожаний на 
выходе цепочки из n регенераторов будет про-
порционально n . 

В данной статье одним из основных источ-
ников фазовых дрожаний назван цифровой ли-
нейный тракт. 
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При рассмотрении возникновения фазовых 
дрожаний в линейном тракте учтены особенно-
сти построения цифровых сетей и формирова-
ния линейного тракта, рассмотрена работа вы-
делителя тактовой частоты и получены анали-
тические зависимости для спектра сигнала на 
входе выделителя. На основании этих данных 
выяснены причины фазовых дрожаний, вноси-
мых линейным трактом. В результате анализа 
установлено, что фазовые дрожания представ-
ляют собой винеровский процесс. 
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