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Работа посвящена построению математической модели динамики манипулятора параллельной структу-
ры с тремя управляемыми степенями свободы, основанной на приведении кинетической энергии манипуля-
тора к квадратичной форме относительно трех независимых обобщенных координат. Представлены сравни-
тельные результаты математического моделирования. 
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Введение 
 

Манипуляторы параллельной структуры,  

в основе которых лежит механизм трипода, на-

ходят применение в технологических процес-

сах, при выполнении которых требуются высо-

кие скорости и ускорения рабочего органа – за-

хвата [1–3]. Основная задача, решение которой 

определяет возможность реализации техноло-

гических процессов, состоит в обеспечении 

подхода рабочего органа манипулятора к тре-

буемым точкам объекта обслуживания с задан-

ной ориентацией захватного устройства [4]. 

При малом быстродействии для решения этой 

задачи используют кинематические модели. 

При динамическом синтезе управляющих сиг-

налов рассматривают линеаризованные модели 

динамики манипуляционной системы, позволя-

ющие провести синтез алгоритмов управления, 

с использованием хорошо разработанных мето-

дов теории управления линейными системами 

[5–7]. Однако справедливость приближенных 

моделей имеет место лишь в ограниченной об-

ласти рабочей зоны манипулятора. Поэтому 

управляющие силы, синтезированные по при-

ближенной модели системы, описывают реаль-

ные процессы системы с большими ошибками. 

Выбор динамической модели, адекватно опи-

сывающей режимы работы манипуляцион-ной 

системы, зависит от ее структурной схемы  

и задач динамики, которые необходимо решать. 

В процессе проектирования манипуляторов 

возникают следующие задачи: 

– определение движущих сил, необходимых 

для реализации требуемых движений захвата. На 

основании данных расчетов производят выбор 

двигателей, обеспечивающих эти движения; 

– определение динамических нагрузок в ки-

нематических парах, необходимых для прове-

дения прочностных расчетов; 

– синтез оптимальных программных движе-

ний захвата; 

– определение динамических ошибок, воз-

никающих при реализации программных дви-

жений; 

– динамический синтез управляющих сигна-

лов, обеспечивающих программное движение. 
_________________________ 
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Решение этих задач связано с интегриро-

ванием дифференциальных уравнений движе-

ния манипулятора. 

Известно несколько способов составления 

дифференциальных уравнений движения мани-

пуляторов: с использованием уравнений Лаг-

ранжа 2-го рода, уравнений Лагранжа с неопре-

деленными множителями с дополнительными 

голономными связями, уравнений Аппеля, прин-

ципа наименьшего принуждения Гаусса, метода 

кинетостатики [8]. В последние годы широко 

применяются методы моделирования динамики 

технических систем с помощью автоматиче-

ского формирования уравнений движения и чис-

ленных методов их решения [9]. 

Постановка задачи 
 

Кинематическая схема и фото манипулято-
ра параллельной структуры приведены на рис. 1. 

Манипулятор состоит из пространственного 
подвижного трех-стержневого механизма с ис-
полнительными звеньями переменной длины l1, 
l2, l3. В качестве исполнительных звеньев ис-
пользуются линейные звенья с электрическим 
приводом постоянного тока (актуаторы). Корпу-
са актуаторов соединяются с помощью двухпод-
вижных шарниров, расположенных на непод-
вижном основании АВС. Продольные оси трех 
актуаторов сходятся в одной точке посредством 
сферического шарнира, что обеспечивает повы-
шенную жесткость манипулятора [10]. Число 
степеней свободы манипулятора равно трем.  

 

 

 

 

a б 
 

Рис. 1. Кинематическая схема (a) и фото (б) манипулятора-трипода  

на неподвижном основании 

 

 

Механическая система манипулятора со-

стоит из шести масс – трех корпусов и трех 

штоков актуаторов. Корпуса актуаторов совер-

шают вращательные движения вокруг непод-

вижной точки, штоки каждого актуатора со-

вершают переносное сферическое и относи-

тельное прямолинейное поступательное. Век-

торы угловых скоростей корпусов актуаторов и 

их штоков одинаковые. С корпусом каждого 

исполнительного звена (рис. 1) связаны под-

вижные системы координат Oixiyizi, (i=1–3) [11]. 

Ориентация каждой подвижной системы коор-

динат Oixiyizi относительно абсолютной систе-

мы Oxyz задается двумя углами φi при повороте 

вокруг оси Oixi и δi при повороте вокруг под-

вижной оси Oiyi (рис. 2).  

Ориентация в пространстве подвижной сис-

темы координат, связанной с корпусом каждого 

исполнительного звена, не зависит от последо-

вательности поворотов [12]. 
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Рис. 2. Углы поворота подвижной системы координат  

исполнительных звеньев 

Обобщенными координатами манипулятора 

являются длины исполнительных звеньев lk(t)  

и углы δi(t), φi(t), (i=1–3) поворотов исполни-

тельных цилиндров относительно абсолютной 

системы координат. Три координаты являются 

независимыми. На координаты наложены голо-

номные стационарные связи 
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Решая систему уравнений (1), определяем 

выражения углов δi(t), φi(t), (i=1–3) поворотов 

актуаторов, выраженные через длины исполни-

тельных звеньев 
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Так как манипулятор представляет собой 

многомассовый пространственный механизм, 

то динамика его движений описывается слож-

ной системой нелинейных дифференциальных 

уравнений [13], полученных с помощью урав-

нения Лагранжа с неопределенными множите-

лями с учетом голономных связей (1). Приме-

нение аналитических методов исследования  

и решение задач синтеза его движений затруд-

нено. Вместе с тем из-за ошибок при определе-

нии значений параметров модели и неточности 

методов расчета сложная модель может неадек-

ватно описывать реальные физические процес-

сы. Для удобства решения задач динамики  

в работе предлагается математическая модель 

динамики манипулятора, основанная на приве-

дении кинетической энергии манипулятора  

к квадратичной форме относительно трех неза-

висимых обобщенных скоростей. 

Метод решения 
 

Для описания динамики движения звеньев 

манипулятора воспользуемся уравнениями Ла-

гранжа второго рода для обобщенных q1=l1, 

q2=l2, q3=l3 координат манипулятора [14]  

, 1 3,j j

j j

d T
Q Q j

dt q q

T 
  

     
   

     (3) 

где T  – кинетическая энергия манипулятора; 

jQ  – обобщенная сила, соответствующая j-й 

координате; jQ
 – обобщенная сила сил сопро-

тивления.
 

Выражение кинетической энергии [12; 15–

16] имеет вид 
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где Iix=Iiy=Ik; Iiz=0; (i=1–3) – моменты инерции 

корпусов исполнительных звеньев относитель-

но осей подвижных систем координат; mi2 – 

массы штоков актуаторов; lk0 – начальная длина 

актуаторов. 

В силу осевой симметрии исполнительных 

звеньев центробежные моменты инерции равны 

нулю. Принимаем, что моменты инерции што-

ков исполнительных звеньев относительно соб-

ственных центральных осей инерции Izci=0,  

а Ixci=Iyci=Ir.  

Кинетическая энергия, выраженная через 

скорости длин актуаторов, имеет вид [17] 

3 3
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Выражения коэффициентов кинетической 

энергии Aij находятся из (4) после подстановки 

выражений (2). Потенциальная энергия П(qk) 

манипулятора имеет вид 
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где 
0

0.5cn n n
z l l   – координата центра масс 

штока исполнительного звена; mn1 – массы кор-

пусов исполнительных звеньев; mn2 – массы 

штоков исполнительных звеньев. 

 

 

Рис. 3. Блок-схема алгоритма численного определения  

коэффициентов кинетической энергии 

Потенциальную энергию (6) также выража-

ем через длины исполнительных звеньев с по-

мощью выражений (2). 

На рис. 3 приведена блок-схема алгоритма 

численного определения значений коэффици-

ентов A12=A21, A13=A31, A23=A32 кинетической 

энергии.  

На рис. 4 представлен график зависимости 

коэффициента A11(l1,l2,l3) от длин исполнитель-

ных звеньев. 

Обобщенные силы сопротивления в случае 

линейного вязкого трения вычисляются через 

диссипативную функцию Рэлея, которая для 

системы с тремя степенями свободы может 

быть записана в виде 
3 3
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где µij – постоянные приведенные коэффициен-

ты сопротивления. 

Обобщенные силы сопротивления в выра-

жении (3) равны 
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Выражение (4) кинетической энергии 
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a б 

Рис. 4. Зависимости коэффициента A11(l1,l2,l3) от длин исполнительных звеньев (a – l1=785 мм; б – l1=950 мм) 

 

Если принять значения коэффициентов 

инерции Aij в выражении (5) кинетической 

энергии постоянными, то, используя форма-

лизм (3), с учетом (6) и (8), получим следую-

щую систему дифференциальных уравнений, 

описывающих движение манипулятора с тремя 

степенями свободы: 
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На рис. 5 представлены результаты расчета 

управляющих усилий при использовании уравне-

ний динамики манипулятора, полученных на ос-

нове уравнений Лагранжа 2-го рода с неопреде-

ленными множителями (кривые 1–3) и с помо-

щью приближенной модели (9) (кривые 1'–3'). 

Как видно из графиков зависимостей усилий, при 

перемещении захвата по пространственной пря-

мой приближенная модель адекватно описывает 

динамические процессы манипулятора. 
 

 
Рис. 5. Зависимости изменения управляющих усилий 
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Расчеты проводились для следующих зна-

чений параметров манипулятора и траектории: 

mi2=6,3 кг (i=1–3); l10=950 мм; l20=900 мм; 

l30=800 мм; l1k=950 мм; l2k=965 мм; l3k=1050 мм; 

Ik=0,86 кг·м
2
; Ir=1,294 кг·м

2
; A11=20; A22=18; 

A33=10; A12=A21=8; A13=A31=–4; A23=A32=–4; 

µ11=µ12=µ13=1; µ21= µ22= µ32=0,5; µ31=µ32=µ33=2. 
 

Заключение 
 

Разработанная математическая модель дина-

мики манипулятора параллельной структуры на 

основе представления кинетической энергии  

в виде квадратичной формы обобщенных скоро-

стей адекватно описывает динамические про-

цессы при перемещении захвата в рабочей зоне 

и может быть использована при аналитическом 

синтезе оптимальных законов перемещения  

и синтезе управляющих сигналов, обеспечи-

вающих заданные программные перемещения. 
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