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Маложесткие длинномерные детали типа 
вала подвержены короблению после операций 
механической обработки, которое проявляется 
в прогибе оси вала. 

Одной из причин прогиба вала после токар-
ной обработки является действие внутренних 
напряжений, созданных поджатием заднего 
центра и последующим неравномерным съемом 
металла в процессе механической обработки. 

Ось вала от предыдущей технологической 
операции (термообработки, правки и др.) имеет 
некоторую кривизну. При установке вала  
в центр обрабатывающего станка и поджатия 
его кривизна усиливается. При этом в попереч-
ном сечении	ݖ вала возникают внутренние на-
пряжения, созданные силой P поджатия и изги-
бающим моментом (рис. 1). 

изгܯ ൌ ܲ݁ ,, 
где ݁ ,	– расстояние от изогнутой оси вала до 
линии центров станка в сечении ݖ. 

Определим величину прогиба вала δ оси от

усилия поджатия P заданным центром (рис. 1). 
Экспериментально установлено, что ось 

длинномерного вала после операций термиче-
ской стабилизации и механической обработки 
прогибается дугой, наиболее близко описывае-
мой уравнением параболы второй степени 

݁ ൌ 4δ୫ୟ୶ݖሺ1 െ ݖ ݈ሻ/݈⁄ ,       (1)  
где ݁ – величина прогиба оси участка вала; 
δ୫ୟ୶	– максимальный прогиб вала; ݈	– длина 
вала;	ݖ – текущая координата по длине. 

При приложении усилия P вдоль оси цен-
тров максимальный прогиб δ вала будет на-
блюдаться посередине вала (рис. 1). Тогда δ 
определяется по методу Мора [2] приложением 
единичной силы в середине длины вала: 

ߜ ൌ ׬
௉೐		ெభ

ா௃
ݖ݀

௧
଴ , 

где ܯଵ –- момент, создаваемый фиктивной еди-
ничной силой; ܧ – модуль упругости материа-
ла; ܬ – момент инерции. Тогда: 

δ ൌ 5δ୫ୟ୶݈ଶ ܲ ⁄ܬܧ48 .             (2) 
_________________________ 
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Рис. 1. Схема определения прогиба вала от внутренних напряжений,  
созданных поджатием в центрах 

 
С учетом ܬ ൌ πܴସ 4⁄  уравнение (2) преобра-

зуем к виду 
δ ൌ 5δ୫ୟ୶ܭ଴

ଶܲ 3πܴܧଶ⁄ , 
где ܭ଴– отношение длины вала к его диаметру. 

Тогда расстояние в сечении от оси вала ݖ, 
нагруженного усилием P, до линии центров оп-
ределяется как 

݁ , ൌ
4δ୫ୟ୶
݈

ቆ1൅
଴ܭ5

ଶܲ
3πܴܧଶ

ቇ ሺ1െݖ ݎ ݈⁄ ሻ 

Соответственно изгибающий момент в се-
чении ݖ от усилия P определяется по формуле: 

 

изгܯ ൌ
ସ௉ஔౣ౗౮

௟
ቀ1 ൅

ହ௄బ
మ௉

ଷ஠ாோమ
ቁ ሺݖ െ ଶݖ ݈⁄ ሻ. 

 

Определим параметры зависимости внут-
ренних напряжений, образованных моментом 
-по глубине вала. В координа ݖ изг в сеченииܯ
тах ݔଵ ଵܱσଵ (рис. 1), где ଵܱ– центр сечения ݖ,  
а ось ଵܱݔଵ	лежит в плоскости наибольшего из-
гиба вала и направлена по нормали к его изо-
гнутой оси. Тогда проекция эпюры внутренних 
напряжений на плоскость ݔଵ ଵܱσଵ выразится 
уравнением 

σ ൌ  ଵ,                            (3)ݔܽ
где ܽ – тангенс угла наклона проекции эпюры 
внутренних напряжений на плоскость ݔଵ ଵܱσଵ. 

Элементарный реактивный момент в сече-
нии ݖ от образовавшихся напряжений опреде-
ляем по формуле:  

௣ܯ݀ ൌ ଵݔ2ܽ
ଶඥܴଶ െ ଵݔ

ଶ݀ݔଵ.            (4) 
Тогда: 

௣ܯ ൌ ׬ ଵݔ2ܽ
ିோ
ାோ

ඥܴଶ െ ଵݔ
ଶ݀ݔଵ ൌ െ2πܴଶܽ.   (5) 

Так как реактивный момент ܯ௣ в сечении	ݖ  
равен изгибающему моменту ܯизг с обратным 
знаком, то, приравняв правые части выражений 
(3) и (5), найдем величину: 

ܽ ൌ
ଶ௉ஔౣ౗౮

஠ோమ௟
ቀ1൅

ହ௄బ
మ௉

ଷ஠ாோమ
ቁ ሺݖ െ ଶݖ ݈⁄ ሻ.      (6) 

После снятия, в результате механической 
обработки, слоя глубиной ݐ௣ (рис. 1) в сечении 
 относительно центра нового уменьшенного ݖ
сечения образуется изгибающий момент ܯ	ሺݖ) 
от внутренних напряжений, созданных силой ܲ. 
В координатах	ݔଵܱଶσଶ (рис. l), где ܱଶ – центр 
сечения вала ݖ после механической обработки, 
проекция на плоскость 	ݔଵܱଶσଶ эпюры внут-
ренних напряжений выразится уравнением 
	σ ൌ ଵݔܽ ൅ ܾ. 

Тогда аналогично определению реактивно-
го момента ܯ௣ в сечении ݖ до съема металла 
(зависимости (3)–(5)) получим: 

 

ሻݖሺܯ ൌ න 2ሺܽݔଵ ൅ ܾሻݔଵ

ିሺோି௧೛ሻ

ାሺோି௧೛ሻ

ටሺܴ െ ௣ሻଶݐ െ ଵݔ
ଶ݀ݔଵ 

 
или после интегрирования с учетом уравне- 
ния (6): 

ሻݖሺܯ ൌ
ସ௉ஔౣ౗౮൫ோି௧೛൯

మ

ோమ௟
ቀ1൅

ହ௄బ
మ௉

ଷ஠ாோమ
ቁ ሺݖ െ ଶݖ ݈ሻ⁄ . 

3ная значение изгибающего момента	ܯሺݖሻ  
в сечении после съема металла, с помощью ме-
тода Мора найдем максимальный прогиб вала 
от внутренних напряжений, образованных 
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вследствие поджатия его усилием ܲ заднего 
центра и последующего съема металла: 

δ୫ୟ୶
,, ൌ െ

ହ௄బ
మ௉ஔౣ౗౮

ଷ஠ா൫ோି௧೛൯
మ ቀ1൅

ହ௄బ
మ௉

ଷ஠ாோమ
ቁ.         (7) 

3ависимость прогиба δ୫ୟ୶
,,  вала ∅40	мм  

и длиной 2400 мм от параметров при усилии 
поджатия 10 кг, глубине резания 1,5 мм и на-
чальном прогибе 0,5 мм показана на рис. 2. 
Анализ зависимости (7) показывает, что прогиб 
вала от внутренних напряжений, образованных 
усилием поджатия заднего центра, направлен  
в сторону, противоположную прогибу его на 
предыдущей операции.  

Прогиб вала δ୫ୟ୶
,,  пропорционален квадрату 

отношения его длины к диаметру.  
 

 
 

Рис. 2. Графики зависимости прогиба вала вследствие внут-
ренних напряжений, образованных поджатием в центрах,  
от ݇଴ሺെሻ; δ୫ୟ୶ሺെ െ െሻ; ܴሺെ ∙ െሻ; ௣ሺെݐ	 ∙∙ െሻ;ܲሺെ ൈ െሻ 

С уменьшением прогиба вала на предыду-
щей операции δ୫ୟ୶

,,  и глубины резания ݐ௣,  
а также увеличением радиуса	ܴ вала прогиб δ୫ୟ୶

,,  
уменьшается. Причем при уменьшении прогиба 
на предыдущей операции до нуля прогиб δ୫ୟ୶

,,  
также уменьшается до нуля.  

Следовательно, для уменьшения прогиба 
длинномерного вала от внутренних напряжений, 
образованных усилием поджатия заднего цен-
тра, необходимо снижать усилие 	ܲ до миниму-
ма; при обработке длинномерных валов произ-
водить задним центром только «касание» без 
дальнейшего поджима центровочного отверстия 
на торце вала до момента начала его вращения; 
стремиться к уменьшению прогиба вала на пре-
дыдущей операции (применять операции прав-
ки); выполнять точение длинномерного вала  
с малыми глубинами в несколько проходов.  
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