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На рис. 2 представлена конструкция седель-
но-сцепного устройства, состоящая из: 1, 3 – 
пружины, 2 – защелки, 4 – рукоятки замка,  

5 – штифта, 6 – оси захвата, 7 – захвата и 8 – 
опорного кулака. 
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В работе [1] были сделаны выводы о необ-
ходимости равномерного распределения на-
пряжений по площади заготовки при нагреве 
для горячей листовой штамповки для уменьше-
ния пружинения готового изделия. Одной из 

причин появления напряжений без приложения 
внешних нагрузок в сплошном теле является 
его неравномерное нагревание. Такое расшире-
ние в непрерывном (сплошном) теле, вообще 
говоря, не может происходить свободно, поэто- 

_________________________ 
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му при нагревании возникают напряжения [2]. 
Общие выражения для определения температур-
ных напряжений были выведены Жан-Мари Кон-
станом Дюамелем, и независимо от него Фран-
цем Нейманом (FranzNeuman), поэтому их часто 
называют уравнениями Дюамеля-Неймана. 

В простейших случаях расчет термических 
напряжений с учетом геометрии детали и усло-
вий закрепления представляет собой достаточ-
но сложную задачу теории упругости [3], в ре-
зультате решения которой возникают доста-
точно сложные дифференциальные уравнения  
в частных производных, аналитическое разре-
шение которых требует привлечения аппарата 
математической физики [4], а численное реше-
ние требует привлечения высокоуровневых вы-
числительных методов [5]. 

Целью работы является вывод теоретических 
уравнений термическихнапряженийпригодных 
для создания инженерной методики исследова-
ния влияния температурных перепадов на рас-
пределение напряжений по площади заготовкив 
пластине по температурному полю в условиях 
нагрева при горячей листовой штамповке. 

Вывод теоретических уравнений темпера-
турных напряжений 

Для большинства традиционных конструк-
ционных материалов, применяемых в машино-
строении[6], температурнаядеформацияεT про-
порциональна изменению температурыΔT, 

εT = α·ΔT,                         (1) 

где α – коэффициент температурного расши-
рения. 

Рассмотрим кратко вывод теоретических 
уравнений теории упругости с учетом темпера-
турных напряжений для односвязного, одно-
родного тела с допущением, что градиент тем-
ператур внутри тела невелик и все упругие кон-
станты материала можно считать зависящими 
от температуры нагрева, но постоянными по 
объему тела в любой момент времени нагрева. 
Будем считать, что процесс нагрева устанавли-
вается быстро и идет достаточно равномерно  
в пределах тела и в любой момент времени си-
туация с градиентами температур одинакова. 
Это допущение позволит рассмотреть только 
лишь окончательное состояние нагреваемого 
тела, после которого и будет производиться 
пластическое деформирование – штамповка.  
В дальнейшем будут употребляться стандартные 
обозначения классической теории упругости. 

Представим себе малый элемент, вырезан-
ный из тела, подвергающегося изменению тем-
пературы. Если температура тела меняется не-
прерывно по всему объему тела, то температу-
ру этого малого элемента можно считать рав-
номерной. Если элемент может свободно 
расширяться и если обозначить через Т – изме-
нение его температуры в каждой конкретной 
точке тела, отсчитываемое от известной равно-
мерной начальной температуры тела и через α, 
который будем считать постоянным при реше-
нии рассматриваемых задач, то составляющие 
деформации от изменения температуры будут 
равны: 

ε ε ε α ; γ γ γ 0.x у z xy xz yzT              (2) 

Предположим, что температура Т меняется 
по объему тела таким образом, что составляю-
щие температурной деформации (2) удовлетво-
ряют дифференциальным зависимостям, кото-
рые называют уравнениями совместности. 

Уравнения могут быть преобразованы при 
помощи уравнений равновесия: 

τσ τ
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           (3) 

Если объемные силы отсутствуют либо по-
стоянны по величине, то преобразованные по 
приведенной выше схеме уравнения получают 
следующий вид: 
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Таким образом, уравнения (3), (4) и условия 
на поверхности  

σ τ τ ;

σ τ τ ;

σ τ τ ;

x xy xz

y yz xy

z xz yz

X l m n

Y m n l

Z n l m

   
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

  

               (5) 

образуют замкнутую систему уравнений, кото-
рая вообще говоря достаточна для определения 
всех составляющих напряжений с необходимой 
точностью, при этом выполняются все условия 
для существования и единственности решений. 

Можно легко убедиться в том, что эти усло-
вия могут быть удовлетворены, если только все 
вторые производные температуры Т по х, у и z 
обращаются в нуль, то есть если температура Т 
постоянна или является линейной функцией 
координат. Тогда требования относительно су-
ществования непрерывных функций u, v, w, оп-
ределяющих деформацию тела, будут удовле-
творены, и температурных напряжений не будет. 

Рассмотрим теперь общий случай распреде-
ления температуры, когда деформации от тем-
пературы (2) не удовлетворяют условиям со-
вместности, и температурные напряжения воз-
никают. 

Для определения этих напряжений восполь-
зуемся уравнениями равновесия в зависимости 
от перемещений u, v и w: 

 

 

 

2

2

2

λ 0;

λ 0;

λ 0,

G G u X
x

G G v Y
y

G G w Z
z

 
     

     


 
    



            (6) 

Замечаем, что деформации εx, εy и εz зависят 
не только от напряжений, но и от изменения 
температуры: 
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Полное напряжение от неравномерного на-
гревания получается наложением гидростати-

ческого давления 
α

1 2μ

ЕT


 на напряжения от объ-

емных и поверхностных сил. 

Поэтому окончательные выражения для ус-
ловий равновесия: 

τσ τ α
0;

1 2μ

σ τ τ α
0;

1 2μ

ττσ α
0,

1 2μ

xyx xz

y xy yz

yzxzz

Е T

x y z x

Е T

y x z y

Е T

z x y z

  
        

       
    

  
    
    

      (8) 

и условий на поверхности: 
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совместно с условиями совместности и выра-

жением для гидростатического давления 
α

1 2μ

ЕT


 

даст нам выражения, возникающие в теле под 
действием изменения температуры. 

Вы в о ды  
Решение полученных уравнений будет точ-

ным, если удовлетворяются уравнения совме-
стности деформаций. При постоянных коэффи-
циентах расширения α, если температура явля-
ется линейной функцией координат, темпера-
турные деформации не возникают. Это связано 
с тем, что в выбранной декартовой системе ко-
ординат уравнения совместности деформаций 
содержат вторые производные по координатам 
и в случае линейной зависимости температуры 
от координат обнуляются. 

В случае анизотропных тел, даже при по-
стоянной или линейно зависящей от координат 
температуре, либо при закреплении тела могут 
возникать температурные напряжения. 

Основной вопрос, который можно разре-
шить в процессе исследования при помощи по-
лученных уравнений – наличие и величина 
температурных напряжений в заготовке и их 
влияние на напряженно-деформированное со-
стояние материала в каждой точке при пласти-
ческом деформировании. 

Если при моделировании возможно будет 
доказать, что в результате нагрева определен-
ным способом возникают небольшие темпера-
турные напряжения. То в таком случае можно 
будет отказаться при рассмотрении напряжен-
но-деформированного состояния материала  
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в каждой точке при пластическом деформиро-
вании от учета температурных напряжений, что 
существенно упростит расчетные формулы для 
инженерной методики определения критиче-
ских напряжений при штамповке и упростит 
план экспериментов по проверке соотношения 
теоретических расчетных значений и опытных 
данных для всех возможных технологических 
ситуаций. 
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Бурное развитие аддитивных технологий,  
в том числе изготавливающих изделия методом 
наплавления, приводит к тому, что на рынке 
появляется огромное количество схожих по 
принципу действия устройств. Однако далеко 
не все разработчики готовы экспериментиро-
вать с принципиально новыми конструкциями, 
и в своих работах они выбирают проверенные 
решения. В данной статье проводится обзор 
существующих кинематических решений для 
3D принтеров и оценивается целесообразность 
их применения в 3D печати.  

Ортогональная кинематика 
3D принтеры FFF/FDM картезианской ки-

нематики являются самыми распространенны-

ми из всех. Во многом это обусловлено их про-
стотой. Кинематика работает в декартовой сис-
теме координат с перемещением рабочих орга-
нов (экструдера и платформы) вдоль осей X,Y,Z. 
Перемещаться могут как платформа для печати, 
так и экструдер. Наиболее распространен вари-
ант с вертикальным перемещением для плат-
формы и горизонтальным для экструдера [1]. 

Преимущества: 
• Картезианская кинематика самая простая  

в изготовлении, эксплуатации и ремонте. 
• Программное обеспечение не требует 

много вычислительных ресурсов, каждый при-
вод напрямую привязан к одной из осей, что 
сводит к минимуму необходимые вычисления.  

_________________________ 
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