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Современное состояние развития мобиль-
ных роботов требует решение одного из глав-
ных вопросов их эффективного применения,  
а именно – повышения энергетической эффек-
тивности, которая заключается в повышении 
автономности и продолжительности работы без 
пополнения запасов энергии от внешних ис-
точников работы. Основных пути решения та-
кой задачи два: повышение энергоемкости ак-
кумуляторов энергии, находящихся на борту 
робота, или снижение непроизводительных за-
трат энергии на движение робота. Первый путь 
достаточно сложен и пока еще недостаточно 
эффективен, так как, например, дизельное топ-
ливо несет в себе значительный запас энергии, 
до 12 кВт·ч/кг [1], что с учетом КПД современ-
ных дизель-генераторов, которые могут быть 
установлены на мобильном роботе, дает до  
5,2 кВт·ч/кг. Однако, такой вариант энерго-
обеспечения содержит в себе и множество ми-
нусов: низкая экологичность, дополнительная 
масса генератора, пожароопасность, шум, виб-
рации, необходимость постоянного притока 
воздуха и отвода горячих выхлопных газов, вот 
далеко не полный перечень проблем. Примене-
ние химических аккумуляторов лишено боль-

шинства озвученных проблем, однако, их энер-
гоемкость по-прежнему недостаточна – всего 
0,1–0,18 кВт·ч/кг для лучших массовых образ-
цов [2].  

Поэтому актуальной является задача сни-
жения непроизводительных потерь энергии при 
движении шагающих роботов, так как такой 
вариант тоже позволит повысить автономность 
мобильных роботов. 

Ключевой проблемой низкой энергетиче-
ской эффективности шагающих роботов явля-
ется принципиальная неуравновешенность ша-
гающего движителя [3, 4]. Для некоторых пер-
спективных типов шагающих движителей 
можно добиться лучшей уравновешенности за 
счет конструкции [5] или уравновешивания [6], 
однако, как правило, можно достичь только 
полной статической уравновешенности, в то 
время как моментной уравновешенности дос-
тичь существенно сложнее и добиться полной 
моментной уравновешенности для подавляю-
щего большинства движителей, отличных от 
колеса, невозможно. Неуравновешенность ша-
гающих движителей приводит к резкому росту 
потерь энергии на перенос движителей из  
одного положения в другое. Показано [7, 8], что 
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рост мощности для обеспечения переноса дви-
жителей шагающего аппарата при поддержа-
нии постоянной скорости корпуса пропорцио-
нален кубу скорости корпуса, что существенно 
ограничивает возможности увеличения скоро-
сти движения шагающих роботов. Применение 
различных рекуператоров [9] энергии усложня-
ет и удорожает конструкцию шагающей маши-
ны. Еще В. В. Белецким [3] выдвигалась идея о 
возможности достижения существенного по-
вышения энергоэффективности шагающих ро-
ботов при отказе от равномерного движения 
корпуса. В таком случае рекуператором меха-
нической энергии служит корпус робота, явля-
ясь по сути маховиком значительной массы, 
уже находящимся в конструкции машины. Ра-
нее было показана [10–12] эффективность при-
менения такого подхода к установившемуся 
движению шагающих аппаратов, позволяющая 
добиться существенного роста энергетической 
эффективности. Однако, задача рассмотрения 
энергетически эффективного разгона или тор-
можения шагающего робота ранее не ставилась 
и не решалась. 

Поэтому ставится задача определения оп-
тимальных режимов поступательного движения 
шагающего робота, центр масс которого дви-
жется прямолинейно, и поступательного, вдоль 
горизонтальной оси, перемещения опоры пере-
носимого механизма шагания, рассматривае-
мых как твердые тела в неустановившемся  
режиме движения, когда корпус робота посте-
пенно разгоняется от нулевой скорости до 
крейсерской скорости, соответствующей уста-
новившемуся движению. Под оптимальным  
в данном случае подразумевается такой режим 
движения корпуса и переносимого неуравно-
вешенного движителя, при котором обеспечи-
вается минимум квадратичного функционала 
потерь энергии в приводных двигателях, а так-
же выполняется условие совместного переме-
щения корпуса и движителя (изопериметриче-
ское условие функционала). 

Полученные зависимости могут применять-
ся при управлении движением шагающих робо-
тов (например, шагающего робота «Ортоног» 
(рис. 1) [13]). 

Расчетная схема робота как механической 
системы с двумя степенями свободы вдоль го-
ризонтальной оси приведена на рис. 2, где 1 – 
корпус; 2 – эквивалентный механизм шагания в 
фазе переноса; 3 – эквивалентный механизм 
шагания в фазе опоры; 4 – привод курсового 
движения; 5 – грунт.  Данная  схема  ранее  уже 

 
 

Рис. 1. Шагающий робот «Ортоног» 
 

применялась в работах [11, 14] и соответствует 
точности, которая обеспечивает существенно 
увеличение энергетической эффективности ша-
гающего робота, хотя исключено рассмотрение 
переноса движителя в вертикальной плоскости 
и возможные колебания корпуса в вертикаль-
ной плоскости. В рассмотрение вводятся силы: 
Р – постоянная сила сопротивления движению 
робота, приложенная к корпусу (например, по-
стоянная сила полезного сопротивления); F1 – 
сила, генерируемая приводом курсового дви-
жения механизма шагания, находящегося  
в опоре и приводящего в движение корпус;  
F'2 – сила, генерируемая приводом курсового 
движения переносимого механизма шагания  
и приводящая в движение этот механизм шага-
ния в относительном движении относительно 
корпуса; F2 – равная по величине F'2 сила, при-
ложенная к корпусу робота; R3 – опорная реак-
ция грунта под стопой опорного механизма ша-
гания. За счет применения в роботе «Ортоног» 
сдвоенных движителей [13] и их синхронного 
перемещения относительно корпуса обеспечи-
вается статическая устойчивость робота, а так 
как движение подразумевается происходящим 
без проскальзывания опор 3 по грунту 5, то  
в рамках принятой расчетной схемы R3 = F1.  

 

 
 

Рис. 2. Расчетная схема задачи 
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Вводятся граничные условия: 

   
   

1 0 1 0

2 2

0 ε , τ γ ,

0 τ 0,

V V V V

V V

 

 
              (1) 

где τ – время шага V1; V2 – соответственно ско-
рость поступательного прямолинейного движе-
ния какой-либо точки корпуса (например, его 
центра масс) и скорость поступательного пря-
молинейного движения опорной точки эквива-
лентного механизма шагания в фазе переноса  
в абсолютном движении вдоль оси х; εV0 – за-
даваемая скорость центра масс корпуса в нача-
ле (t = 0) и конце γV0 шага (t = τ). Скорость цен-
тра масс корпуса удобнее задавать в долях от 
крейсерской скорости V0, которую должен дос-
тигнуть корпус робота в конце разгона. 

В данной работе энергетическая эффектив-
ность будет оцениваться тепловыми потерями  
в двигателях, что, например, для двигателей 
постоянного тока дает квадратичный функцио-
нал потерь, пропорциональных квадрату разви-
ваемых приводами сил: 

 
τ

2 2
1 2

0

d ,W F F t                  (2) 

где F1 – абсолютная величина силы, развивае-
мой приводом механизма шагания, находящего-
ся в фазе опоры на грунт, приложенной к корпу-
су; F2 – абсолютная величина силы, развиваемой 
приводом механизма шагания, находящегося  
в фазе переноса, приложенной к корпусу.  

С учетом изопериметрического условия со-
гласованности движения корпуса и переноси-
мого механизма шагания за период τ получает-
ся законченная постановка задачи условной 
минимизации функционала потерь, которая 
может быть решена методом множителей Ла-
гранжа для обратной задачи классического ва-
риационного исчисления [15]. Требование уче-
та изопериметрического условия вызвано тем, 
что при построении оптимальных законов дви-
жения корпуса и переносимого движителя 
должна обеспечиваться целостность шагающе-
го робота, т.е. за период одного шага центр 
масс корпуса должен пройти расстояние вдвое 
меньшее, чем переносимый механизм шагания, 
так как он совершает переносное движение со-
вместно с корпусом и относительное движение 
относительно корпуса 

 
τ

2 1

0

2 d 0.V V t                   (3) 

В таком случае получается функционал ка-
чества движения механической системы, под-

лежащей минимизации в следующем удобном 
для исследования безразмерном виде: 

   2 2τ
1 2 2 1

2 2
0

μ 2
d min,

τ

F F V V
I t

M g L

  
   
  
      (4) 

где g – ускорение свободного падения; М – 
масса корпуса шагающего робота; L – базовый 
характерный размер (например, длина шага);  
μ – неопределенный множитель Лагранжа.  

Дифференциальные уравнения движения 
рассматриваемой механической системы име-
ют вид 

1 1 2

2 2

,

,

MV F F P

mV F

   





                     (5) 

где m – масса переносимой опоры механизма 
шагания. 

При определении из (5) F1 и F2, подстановке 
результата в (4) и составлении уравнений Эй-
лера-Лагранжа получается система уравнений 

 

2
1 2

2 2
1 2

φ μ τ / ,

φ 2φ μ τ / 2 ,

V V g L

V V g L

   


 

 
             (6) 

где φ = m/M.  
Тогда искомые зависимости V1 = V1(t),  

V2 = V2 (t), обеспечивающие минимум функ-
ционала (4) и удовлетворяющие изопериметри-
ческому (3) и граничным условиям (1), после 
всех необходимых преобразований имеют вид 

  
  

2
1 0 0

2 2
2

γ ε
ε α 4 1 / φ τ ,

τ
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
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     (7) 

где          
 

 
0

2 2

3 ε γ
α ,

2τ 2 1/ φ 1/ 4φ

V 


   
  

 
 

0

2 3 2

6 ε γ
μ

τ 2 1 / φ 1/ 4φ

V L

g


 

   
. 

Безразмерные потери энергии в приводных 
двигателях на одном шаге разгона в таком слу-
чае определяются как 

 
 
22

0

2 2

3 ε γ
.

τ 2 1 / φ 1 / 4φ

V
W

g




   
            (8) 

В данном случае можно по (8) рассмотреть 
альтернативу разгона за один шаг, когда с ну-
левой скорости сразу же в конце первого шага 
достигается крейсерская скорость корпуса ро-
бота и разгон на нескольких последовательных 
шагах, когда скорость корпуса линейно увели-
чивается от шага к шагу. 
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Очевидно, что разгон за один шаг энергетически более выгоден, так как  в таком случае потери 
составят 

 
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22 2
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1 2 2 2 2
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, 

а в случае n последовательных шагов постепенного разгона 
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так как ряд  
2

2

1 1

1
ε γ 2

n n

i i
i i

n
i 

    
 

   расхо-

дится по признаку Даламбера при любом n [16]. 
Поэтому необходимо при разгоне шагаю-

щего робота обеспечивать разгон за первый 
шаг, так как это наиболее эффективно с точки 
зрения минимизации потерь энергии. В случае 
если мощности приводных двигателей недоста-
точно для обеспечения разгона за один шаг, то 
энергетически выгоднее не разбивать разгон на 

несколько шагов, а растягивать первый разгон-
ный шаг по времени, так как при увеличении 
времени периода шага τ в выражении (8) будут 
квадратично уменьшаться потери на разгонном 
шаге и тут уже будет рассматриваться компро-
мисс между быстродействием и необходимой 
для такого варианта разгона мощностью. 

Результаты исследования для условного ша-
гающего робота, сопоставимого по параметрам  
с шагающим роботом «Ортоног», приведены  
на рис. 3.  

 

 
 

Рис. 3. Зависимости скоростей центра масс корпуса (1) и опорной точки  
переносимого движителя (2) при разгоне от нулевой скорости до 1 м/с в течение 3 секунд 

 
По результатам исследования можно сде-

лать вывод о необходимости изменения скоро-
сти движения робота за один шаг; при этом 
разгон и торможение робота обладают двойст-
венностью, поэтому можно рассматривать ре-
зультаты данной работы, полученные для раз-
гона, точно так же и для торможения с точно-
стью до наоборот. 
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Представлен подход к соединению модульных роботов, включающий в себя алгоритм поиска плана ре-
конфигурации GreedyCM. Данная составляющая позволяет находить решения, близкие к оптимальным, за 
время, которое полиномиально зависит от размера модульной системы. 
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Введение 
 

Модульные робототехнические системы 
представляют собой многофункциональные ре-

конфигурируемые структуры, которые исполь-
зуются для построения различных двумерных  
и трехмерных формаций.  При разработке алго- 
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