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Рассматривается задача об устойчивости плоского движения мобильных роботов, в том числе и с ша-
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Введение 
 

Одна из задач, возникающих при разработ-
ке транспортных средств, вообще, и мобильных 
роботов, в частности, состоит в обеспечении 
устойчивости программного режима движения 
[1, 2]. Причем обычно изучается техническая 
устойчивость, состоящая в малом отклонении 
фактических параметров движения от програм-
много режима в пределах задаваемого проме-
жутка времени [3]. Объясняется это, в частно-
сти, и тем, что предполагается возможность за 
этот промежуток времени внести оператором 
коррективы в работу приводов, обеспечиваю-
щих движение с целью ликвидации возникших 
отклонений управляемого транспортного сред-
ства или, если изучается движения мобильных 
роботов, система управления в совместной  
и согласованной работе и информационно-из-
мерительной системой также успевает откор-
ректировать работы системы приводов курсо-
вого движения. Особенностью мобильных ро-
ботов с шагающими движителями [4, 5, 6]  
и, вообще с движителями, дискретно взаимо-
действующими с опорной поверхностью, на-
пример, якорно-тросовыми, применяемыми для 
роботов-понтонов [7], скользяще-заклиниваю-

щих, предназначенных для надежного взаимо-
действия мобильного робота с телами цилинд-
рический или близкой к ней формой [8], явля-
ется прерывистое воздействие тяговых усилий 
на робот, в соответствии с реализуемой «по-
ходкой» [9]. Установлено, что при определен-
ных типах задаваемых походок, скоростях  
и физико-механических свойств грунта движе-
ние может быть неустойчивым и, например, за 
определенный промежуток времени робот мо-
жет выйти за рамки допустимого «коридора», 
самопроизвольно изменить походку и т. п. [10]. 
Особенностью роботов с шагающими движите-
лями также является непостоянство мест рас-
положения, взаимодействующих с опорной по-
верхностью стоп движителей относительно 
корпуса робота. Причем чем больше длина ша-
га, тем оно существеннее. Поэтому в процессе 
движения изменяется конфигурация внешних 
сил, действующих на робот со стороны опор-
ной поверхности. Следовательно, характер ра-
боты привода каждого движителя, находящего-
ся во взаимодействии с опорной поверхностью, 
может изменяться: работа может осуществ-
ляться в «тянущем» или «толкающем» режи-
мах. Это характерно для движителей многих ти- 

_________________________ 

© Брискин Е. С., Артемьев К. С., Вершинина И. П., Малолетов А. В., 2020 
*  Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 18-71-10069). 



ИЗВЕСТИЯ ВолгГТУ 
 

 

12 

 

пов: инсектоморфных, антопоморфных, зоо-
морфных, ортогональных, скользяще-заклини-
вающих и других [5]. Изменение конфигурации 
внешних сил является одним из факторов, ко-
торый может приводить к изменению про-
граммного движения [11, 12] и, в частности, его 
неустойчивости. 

Примером шагающих роботов с различным 
расположением опор движителей относительно 
точек их подвеса к корпусу является также ро-
бот «Ортоног» (рис. 1) с ортогонально-поворот-
ными движителями. Схемы расположения дви-
жителей (рис. 2) отличаются характером их вза-
имодействия с опорной поверхностью: «толка-
ющий» (а) и «тянущий» (б). Экспериментальные 
исследования и результаты расчетов [13, 14, 15] 
подтверждают проявление тенденции к неус-
тойчивости программного поступательного,  
с прямолинейным движением центра масс, дви-
жения робота при некоторых особенностях ре-
жима работы движителей. Однако в основе ре-
шения задачи об устойчивости движения робота 
лежит задача об устойчивости движения твердо-
го тела, на которое накладывается связь, обу-
словленная взаимодействием с внешней средой, 

и находящегося под воздействием сил «толкаю-
щего» или «тянущего» характера. 

Связью такого типа являются, например, 
строго ориентированные вдоль корпуса маши-
ны шагающие движители робота «Ортоног», 
надежно взаимодействующие с опорной по-
верхностью [14]. 

 

 
 

Рис. 1. Робот «Ортоног» 
 

  
                                                а                                                                                       б 

 

Рис. 2. Схема расположения движителей робота «Ортоног»: 
а – «толкающий» режим; б – «тянущий» режим; 1 – опора, опирающаяся на грунт;  

2 – ортогонально-поворотный движитель; 3 – ось подвеса движителя к корпусу робота; V – скорость 

 
Постановка задачи 

 

Рассматривается плоское движение твердо-
го тела (рис. 3), на движение точки А которого 
накладывается связь 

 , 0A Af x y  или φ( ).A Ay x
         (1) 

Задается скорость BV


 точки В или усилие, 

действующее на тело BF


 в этой точке. 
Ставится задача исследования и установле-

ния закономерностей, накладываемых на рас-
положение точек А и B, принадлежащих твер-

дому телу, и на вектор скорости BV


 или внеш-

нее усилие BF


, а также на вид связи (1), обес-
печивающих реализацию устойчивого про-
граммного движения твердого тела. 

Геометрические характеристики l2, ε2, γ в об-
щем случае могут зависеть от координаты xC, 
yC, ψ, и это определяется типом движителя. Ес-
ли в качестве движителя, например, рассматри-
вается ведущее колесо, установленное в опре-
деленной точке и ориентированное определен-
ным образом относительно робота, то l2 = const; 
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ε2 = const; γ = const. Если же используется ша-
гающий ортогонально-поворотный движитель 
[16], то в силу того, что опора движителя не-
подвижна, l2, ε2, γ – изменяет свое положение  
в процессе передвижения робота. Например, 

при фиксированной ориентации сдвоенного  
ортогонально-поворотного движителя и посту-
пательного движения робота как твердого те- 
ла вдоль оси ОХ параметры l2, ε2, γ изменяют- 
ся (рис. 4): 

 

       
   

2 2
2 2 2 2

2 2

2

cosε , tg ε ,
cos ε

γ π ε ψ 0, 0.,

С
С

С

h
l x l x h x

l x

x x y

   


   
                            

(2) 

 

 
Рис. 3. Расчетная схема: 

1 – твердое тело; 2 – кривая, соответствующая уравнению связи (1); С – центр масс;  
l1, l2, ε1, ε2, γ – геометрические характеристики объекта исследования 

 

 
Рис. 4. Расчетная схема элемента робота  

со сдвоенными ортогонально-поворотными движителями: 
h – координата y неподвижной точки опоры D; l2, ε2 – параметры, ха-
рактеризующие положение точки B, принадлежащей направляющей 
движителя; 1 – корпус робота; 2 – точка опоры движителя; 3 – точка, 
принадлежащая направляющей движителя; 4 – точка подвеса движи-
теля, не изменяющего свою ориентацию относительно корпуса робота 

 
Кинематический анализ 

Кинематическое исследование предполагает 

задание вектора скорости BV


 и определение урав-

нений движения твердого тела xC(t), yC(t), ψ(t), на 
основе геометрических уравнений, связываю-
щих между собой координаты точек A, B, C. 
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   
   

2 2 2 2

1 1 1 1

cos , sin ,

cos , sin .

B B С

A С A С

Сx x l y y l

x x l y y l

         

         
(3) 

Причем для точки А учитывается связь (1),  
а для точки В учитываются зависимости ти- 
па (2) 

 
 

 

2 2

2 2

 , ,ψ ,

ε ε  , ,ψ ,

γ γ , ,ψ ,

C C

C C

C C

l l x y

x y

x y





          

(4) 

определяемые видом движителя и методом 
управления его движением. Тогда дифференци-
альные уравнения движения имеют вид 

 

   

 

 

2 2
* *

2
* * 2 * *

2 2
* *

2
* * 2 * *

* 1 1

1 cosψ cosψ

ψ cosψ sinψ cos(γ ψ )
ψ

sinψ 1 sinψ

ψ sinψ cosψ sin γ ψ
ψ

φ
 ψ cos ε ψ

C C
C C

B

C C
C C

B

C C

l l
x y

x y

l
l V

l l
x y

x y

l
l V

y x l l
x

    
         
 

     
    

         
 

     
       

 



 



   1 1

φ
sin ε ψ 0,

x

    

                                

(5) 

где * 2ψ ψ ε  . 

 
В частном случае, l2 = const; ε2 = const; 

yA = const, что соответствует движению точки А 
вдоль прямой, параллельной оси ОХ. 

   
   

 

2 2 2

2 2 2

1 1

ψ sin ε cos ε ,

ψ cos ε sin ε ,

ψ[ cos ε ] 0.

C B

C B

C

x l V

y l V

y l

        
        
    





      

(6) 

На графиках (рис. 5) представлены некото-
рые результаты решения уравнений (6), из ко-
торых следует, что существуют такие геомет-
рические параметры (l1, l2, ε1, ε2, γ), при кото

рых непрерывное движение твердого тела не-
осуществимо. Обусловлено это равенством ну-
лю главного определителя D системы линей-
ных уравнений (6) относительно , ,ψC Cx y  

 в не-

который момент времени τ: 

   1 1 2cos ψ τ ε cos ψ τ 0.D l l                  
(7) 

Уравнения (6) допускают программный ре-
жим движения 

2,  0,  ψ ε γ constС B Сx V у         ,         (8) 

который требует исследования на устойчивость. 

 

 
 

Рис. 5. Зависимость изменения ориентации твердого тела  
при начальном отклонении от программного ( 0  ): 

1 – неустойчивое движение; 2 – устойчивое движение.  
Начальные условия: α =0°; ε1 = ε2 = γ = 0; ψ0 = 30°; V1>0; V2<0; l1>l2 
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Анализ графиков показывает, что в зависи-
мости от направления скорости точки В режим 
движения может быть как устойчивым ( 0 ), 

так и неустойчивым (  возрастает).  
 

Исследование устойчивости  
при кинематическом задании  
поступательного движения 

 

Для исследования устойчивости программ-
ного режима движения (8) следует составить 
уравнения в вариациях 

 
 
 

2 2

2 2

1 1 2

δ ψ sin ε 0,

ψ cos ε ,

ψ cos ε ε 0.

C

C B

C

x l

y l V

y l

     
      
      





       

(9) 

Характеристическое уравнение, соответст-
вующее уравнениям (9), имеет вид 

   2
1 1 2 2 2μ cos ε ε γ cos μ 0,Bl l V            

           
(10) 

где μ – корни характеристического уравнения. 
Из (10) следует, что уравнений первого 

приближения (9) недостаточно для анализа ус-
тойчивости, так как μ1 = μ2 = 0. Однако движе-
ние гарантированно будет неустойчивым, если 

   1 1 2 2 2

0
cos cos

BV

l l


        
.       (11) 

Неравенству (11) можно придать и физиче-
ский смысл. Действительно, если принять, что 
ε1 = ε2 = γ = 0, то это будет соответствовать 
случаю, когда точки A, B, С лежат на одной 
прямой. 

Тогда, если l1 > l2, то при VB < 0, что соот-
ветствует «тянущему» режиму, движение га-
рантированно неустойчиво. Случай, при кото-
ром l1 < l2 и VB > 0, соответствует также «тяну-
щему» режиму и движение также гарантиро-
ванно неустойчиво. 

Устойчивым может быть только движение 
при l1 > l2 и VB > 0, и при l1 < l2 и VB < 0. 

Однако для установления достаточных ус-
ловий необходимы дополнительные исследо-
вания. 

В общем случае зоны устойчивости должны 
определяться из уравнений в вариациях для не-
возмущенной системы (5). 

 

Динамический анализ 
 

В этом случае в точке В заданы усилия FB, 
действующие на твердое тело. Тогда диффе-
ренциальные уравнения движения, в предпо-
ложении что связь (1) идеальная, имеют вид 

 

 

 

2

2

2

cos ψ ε γ

sin ψ ε γ

sin ,
ψ

C B x
C

C B y
C

C B C

f
mx F P

x

f
my F P

y

f
J F l M

 
      

 
      

 
    












    

(12) 

где m, JC – соответственно масса и момент 
инерции твердого тела относительно центра 
масс; Px, Py, MC – силы и момент сил сопротив-
ления движению; ߣ – неопределенный множи-
тель Лагранжа. 

Уравнения (12) дополняются уравнением 
связи типа (1) 

   1 1, ,ψ sin ψC C Cf x y y l    
 

  1 1φ cos ψ 0Cx l     .      (13) 

В частном случае, если точка А твердого те-
ла может двигаться вдоль прямой, параллель-
ной оси Ox, на расстоянии h от нее 

   1 1, ,ψ sin ψ 0C C Cf x y y l h      .    (14) 

В общем случае совместное решение урав-
нений (12), (13) можно осуществлять числен-
ными методами [17, 18]. Однако для установ-
ления принципиальных закономерностей суще-
ствования неустойчивых режимов движения 
целесообразно рассмотреть достаточно простые 
частные случаи. Так, если l2 = const; 
ε1 = ε2 = γ = 0 и имеет место (14), то (12), (14) 
сводятся к уравнениям 

1
2

1 1

cosψ

sinψ

cosψ

 cos sinψ 0.

C B x

C B y

C C

C

mx F P

my F P

J l M

y l l

 
   
  

   




 
  




  


    

(15) 

Систему уравнений (15) следует рассматри-
вать как систему четырех дифференциальных 
уравнений относительно четырех неизвестных 
функций xC(t); yC(t); ψ(t); λ(t). 

Уравнения (15) удобно решать последова-
тельно. Сначала определить из дифференци-
ального уравнения ψ=ψ(t) 

 2 2 2 2
1 1 cos ψ sinψcosψCJ ml ml     

 
1 1cosψ sin ψ cosψ 0y B CP l F l M    ,          (16) 

а затем 

1

λ
cosψ

C CJ M

l






                 

(17) 

и yc и xc из дифференциальных уравнений 
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 

1

1
sinψ+

cos

1
cosψ .

C C
C B

y

C B x

J M
y F

l P m

x F P
m

  
 



  



 

 
 



 







         

(18) 

Полученное решение также требует иссле-
дования на устойчивость. 

 

Исследование устойчивости  
поступательного движения  

при силовом воздействии на твердое тело 
 

В качестве невозмущенного движения в рас-
смотренной частной задаче изучается поступа-
тельное движение твердого тела с прямолиней-
ным движением его центра масс ψ=0. 

Тогда уравнение в вариациях для угла ψ 
(16) имеет вид 

 1 1
2 1

ψ=0.
2C BJ l lm F   

             
(19) 

Из (19) ясно, что при l1 > 0 движение устой-
чиво, если FB > 0. Если же FB < 0, то движение 
неустойчивое.Физический смысл положитель-
ности FB и l1 состоит в том, что твердое тело 
находится под воздействием «толкающей» си-
лы, а отрицательное значение FB соответствует 
тянущему режиму. Физический смысл знака l1 
состоит в расположении точки A, на которую 
накладывается связь, относительно центра масс 
(точки С). 

 

Выводы 
 

1. Задание устойчивого плоского движения 
твердого тела при наличии связи, накладывае-
мой на движение какой-либо его точки, за счет 
задания скорости другой точки или усилия 
взаимодействия с опорной поверхностью воз-
можно при вполне определенных положениях 
этих точек и задаваемого вектора скорости или 
усилия взаимодействия. 

2. С целью обеспечения возможности реа-
лизации устойчивого режима движения мо-
бильных роботов с колесными, и особенно  
с шагающими движителями, полученные ре-
зультаты следует учитывать при определении 
мест их установки, а также типа движителя, оп-
ределяющего характер воздействия опорной 
поверхности на корпус робота. 
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